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(a) Sant.
Om cie; + coey = 0 sa giller cieq + ey + czes = 0 med ¢35 = 0.
Men nér eq, ey, e3 dr linjért oberoende foljer ¢; = co(= ¢3) = 0.
(b) Falskt.
Lat e, e, vara en bas for R? och f; = Tey,f;, = Te,. Da ér
RanT = Span(f}, f;). Sa fi, f; spdnner Ran T och alltsa &r RanT
hogst tvadimensionellt och kan inte vara det tredimensionella R3.
(c) Sant.
Symmetri, linjériteten och positiviteten &r klar. Dessutom, om

(p.p) = p*(=1) + p*(0) + p*(1) = 0 sa giller p(—1) = p(0) =
p(1) = 0. Men ett om ett andragradspolynom &r 0 i tre olika
punkter sa ar det identiskt noll. Sa p = 0.

(d) Falskt.
A har egenvérdena 1 och 2.
En kalkyl visar att (A — I)u = (2,2,0) # 0 sa u dr inte en (gene-
raliserad) egenvektor till egenvérdet 1.
Vi har ocksa (A — 2I)?u = (0,—1,1) # 0 sa u &r inte heller en
generaliserad egenvektor till egenvérdet 2.

(e) Falskt.
Eftersom 7' #r normal finns en ON-bas B dér [T]p &r diagonal.
Om diagonalelement #r d;,i = 1,...,n sa ger villkoret 79 = T%

att df = df eller d¥(d; — 1) = 0. Sa d; = 0 eller d; = 1. I bada
fallen foljer att d? = d; och T? =T

2. Pa matrisform har vi x,11 = (Zp11,Yn1) = Ax, = 2Bx,, dir B =

4 -1
6 —1 )
Egenvirdena till A dr hilften av egenvéardena till B men egenvektorerna
ar de samma. Vi har
4= —1 2 B
pB(/\)—' 6 1)\ ‘_/\ -3 +2=A-1)(A—2).

1
Sa egenvirdena till A ar 3 och 1.



3.

Eftersom

i (3 2)-(23)
(1 3)~(3 3)

ar e; = (1,3) och ey = (1,2) egenvektorer till A.

och

Skriv nu x,, = (2, Yn) = ane1 + bpes. Vi far

1
api1€1 + bpy1€ = X1 = AX, = 5%61 +bpey .

Dessutom ar xy = e; — e5. Detta ger

{ Ap41 = %an och { bn+1 - bn

ag=1 bp=-1 "~
med losningarna a,, = 2% och b, = —1. Sa
xn:%el—egz(%ﬂ—l,%—@.
(a) Vi har
p(A)z‘ AT ':(A—1>2+1.

p(A)=0ger A\—1==2ioch A=1+4 Nuér

T—(AH’)J:(i j)”(é _01>.

Sa e; = (1, —i) ar en egenvektor med egenvirdet 1+i. Eftersom A
ar reell fas den andra egenvektorn med konjugering. Sa e; = (1,1)
ar en egenvektor med egenvérdet 1 — i.

(b) I basen B : e, es giller [T = ( 13_2 122' >.Nu ar (141)? =
; \ 2 . o 2 2 2Z O .
2i och (1 —1i)? = —2isa [T°|p = [T = = —2il.

0 —2
Detta ger [T1%]; = [T?30 = (=2i[I]p)™ = —2%[]5. Sa T1 =
—2507 och [T') 5 = —2%07.
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4. En kalkyl ger att matrisen A har egenvidrdena —1 och 4 med egenvek-
torerna e; = (2, —3) respektive ey = (1, —2).

Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)ey. Da géller
x"(t) =d"(t)e; + b"(t)eq
AX(t) = —a(t)e1 + 4b(t)e2 s
sa x &r en losning om a” = —a och b" = 4b.

Eftersom x(0) = (1, —1) = e; — ey och x'(0) = (—1,1) = —e; + €3 och
x'(t) = d/(t)e; +b'(t)es, ger begynnelsevilkoren att a(0) = 1,5(0) = —1
och a/(0) = —1,b'(0) = 1. Sa det géller att losa

(1) = —alt) V() = 4b(t)
L { a(0) = 1,a(0) = =1 OD L { b(0) = —1,6'(0) = 1

. Vifar a(t) = Acost + Bsint, a/(t) = —Asint + B cost. Begynnelse-
villkoren ger A = a(0) =1 och B = d’(0) = —1. Sa a(t) = cost — sint.

II. Nu far vi b(t) = Ce* + De %, V/(t) = 2Ce* — 2De?. Begynnel-
sevillkoren ger C'+ D = b(0) = —1 och 2C' — 2D = V/(0) = —1 med

3 1 1
16sningen C' = T D= ~1 Sa Sa b(t) = —Z(Be% + e*2t>.

1
Sa losningen &r x(t) = (cost — sint)e; — 2 <3€2t + 6_2t> e, eller

z1(t) = 2(cost —sint) — 1 (3e* + e

2(t) = —3(cost — sint) + 3 (3e* + e~
5. Lat
0
B 11
A= 0 dir B =
0 1
00| 2




Sa det aterstar att berdkna e”. B har det dubbla egenviirdet 1. B &r
inte diagonaliserbar men om vi skriver B =1+ N dar N =B — 1 =

01 - 9 o
(O O)Sagaﬂer]\f = 0. Vi far

eB:€I+N:eIeN:€€N:€<[+N):e<é 1)

Detta ger till sist
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I

)
o O =
S = =
o OO

6. Se kurslitteraturen.



