Kortfattade 16sningar

Linjar algebra IT, MMG400
25 oktober, 2013

1. (a) Falskt.

Om Au = 3u, u # 0, sa giller A?u = 3%u. Detta motsiger att
A’u=Ju=nu.

(b) Falskt.
Om p(t) = t* = 1 sé ér (p,p) = p*(=1) +p(1)* = 0.
(c) Sant.

-1 0 2
Vihar B=A—-2=| 0 0 2 |.S4B(21,1) = (0,2,0) och
0 00
B2(2,1,1) = 0 s u € GEs.
(d) Falskt.
, (52 42\
V1harNN-<2 4>7A(2 5>_NN.
(e) Sant.

Eftersom (T — AI)* = T* — A\I* = T* — A\ har T och T* samma
karakteristiska polynom.

2. (a) Lat A = [T]s. Da dr p(\) = det(A — X[) = ... = X\ + 1. S&
egenviardena ar \ = +i. Egenvektorn till A = —¢ fas ur
. 1 =3 =2 1—3 =2
wer= (73 Yo ()
Sa e; = (2,7 — 3) dr en egenvektor till egenviirdet A = —i. Genom att

konjugera ser vi att (2, —i — 3) &r en egenvektor till egenvirdet A = i.
(b) Lat B vara basen f; = Ree; = (2,-3), f, = Ime; = (0,1). Da &r

Afy = (0,1) = £, och Afy = (=2,3) = f;. Sa [T]p = ( (1) _(1) >

(c) Eftersom egenvirdena #ir 4 dr T diagonaliserbar och T? = —I.
(Detta kan man ocksa se genom att berikna A? eller [T1%.) Sa T* =1
och T'0 = (T%)? = [?> = [ (och alltsa [T']g = I).
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3. Matrisen A har egenvirdena —1 och —4 med egenvektorerna e; =
(1,—1) respektive e = (1,—2). Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)es.
Da géller

x"(t) =ad"(t)e; + b"(t)e,

AX(t) = —a(t)e1 + 4b(t)62 s
sa x &r en losning om a” = —a och b’ = —4b.
Eftersom x(0) = (2,—3) = e; + e3 och X'(0) = (1,0) = 2e; — €3 och
x'(t) = d'(t)e; + b'(t)es ger begynnelsevilkoren att a(0) = b(0) = 1 och
a'(0) = 2,b'(0) = —1. Sa det géller att losa

a’(t) = —af(t) b'(t) = —4b(t)
a { a(0) = 1,a/(0) =2 M b0y = 1,5(0) = —1

I. Vi far a(t) = Acost + Bsint, a/(t) = —Asint + B cost. Begynnelse-
villkoren ger A = a(0) =1 och B = d’(0) = 2. Sa a(t) = cost + 2sint.
II. Nu far vi b(t) = C'cos2t + Dsin2t, V/(t) = —2C'sin 2t + 2D cos 2t.
Begynnelsevillkoren ger C' = b(0) = 1 och 2D = V/(0) = —1 Sa b(t) =
cos 2t — % sin 2¢.
Sa 16sningen &r x(t) = (cost + 2sint)(1, —1) + (cos 2t — 1 sin 2¢)(1, —2)

eller
{ x(t) = cost + 2sint + cos 2t — L sin 2t

To(t) = —cost +sint — 2cos 2t + sin 2t

4. Vi observerar att T'= D + 2I dér D &ar deriveringsoperatorn D f(t) =
f(t). Sa T* = D* 4 2I* = D* + 2] sa det giller att berdkna D*. Ef-
tersom alla funktioner i Span(cost,sint, cos 2t,sin 2t) ar 2m-periodiska
ger partiell integration att

[ 1 1 ["
1.9 =~ [ rwgwa = rwgor. - [ g
1 s
—— [ st =(1.-Dg).
Sa D* = —D och vi far T* = —D + 2I eller T*f(t) = —f'(t) + 2f ().
Alternativt kan man berdkna D* genom att observera att B : a; =

cost,b; = sint,a, = cos2t,by = sin2t ar en ON-bas och att Da; =
—bl, Db1 = ay, Dag = —2b1, Dbg = 2&1. Sa

01 00
-10 00
[D]s = 00 0 2
00 —2 0



Detta ger [D*]5 = [D]|5 = —[D]p och alltsa D* = —D.

5. Lat x, = (an, Gny1). DA r X011 = (i1, Gny2) = (Qne1, 4an1 — 4ay)
och xo = (1,0). Pa matrisform far vi

Xn+1 = Axp,n =0,1,

e e 4 01
xo = (1,0) darA_<_4 4>.

A har det dubbla egenvéirdet 2. Skriv A =21 4+ (A —21) = A+ N dar

N = ( :i _; ) Vi observerar att N2 = 0 och binomialsatsen ger

X, = A"x¢ = (21 + N)"xo = (2"1 +n2" ' N)x,
=2"(1,0) + n2" (=2, —4) = 2"(1 — n, —2n) .

Detta ger slutligen a,, = (1 — n)2".

6. Se kurslitteraturen.



