Kortfattade 16sningar

Linjar algebra IT, MMG400
20 augusti, 2015

1. (a) Sant.
Det ar latt att se att (z,y) uppfyller skaldrproduktsaxiomen.
(b) Sant.
(A—=1)%(0,1,0) = 0.
(c) Falskt.
Om Tu = 2u,u # 0, sa géller sa géller T"u = 2"u # 0.
(d) Sant.
[T]s[TTs = [T]5[T]s = 1.
(e) Falskt.
Ett motexempel ges av avbildningen i (d), [T%]s = —[T]s-

2. (a) Vi har pr(\) = (A — 1)? + 1. Sa egenviirdena ér 1 + . Egenvektorn
mux:1+iﬁsmyr_u+nnsz<:j_}) <éo) Sa

i
e; = (1,7) &r en egenvektor till egenvérdet 1 + 7.

Eftersom [T]s ar reell &r e = €; = (1,7) = (1, —i) dr en egenvektor till
egenvardet 1 — 7.

Sa e; = (1,i), ea = (1, —i) dr en bas av egenvektorer.
3. Vi har pg) = A\? — 3\ — 4. Sa egenvirdena dr \; = 4 och \y = —1.
Motsvarande egenvektorer dr e; = (2, —1) respektive e; = (1, —1).

Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)e,. Da géller

sa x” = Ax ger a” = 4a och b = —b.

Eftersom x(0) = (5,—3) = 2e; + e2 och x'(0)

= (1,—-1) = ey ger
begynnelsevilkoren att a(0) = 2, b(0) = 1, och ’(0) =

0 och v'(0) = 1.
Sa det giller att 1osa

(1) = daf) V(t) = —b(0)
L{a@:zw@:o(ﬂﬂﬂ{um_1wm
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I. Vifar a(t) = Ae*+Be %, d/(t) = 2Ae* —2Be?' Begynnelsevillkoren
ger A+ B =a(0) =2o0ch24—-2B =4 (0) =0.5a A= B =1 och
a(t) = e* + e 2.

II. Nu far vi b(t) = C cost+ Dsint, V/(t) = —C'sint+ D cost, Begynnel-
sevillkoren ger C' = b(0) = 1 och D = ¥/'(0) = —1. Sa b(t) = cost—sint.
Sa 16sningen blir x(t) = (€** + e72!)(2, —1) + (cost — sint)(1, —1) eller

{ 71(t) = 2e* + 2e72" + cost — sint

Ty(t) = —e* — e — cost + sint

- (a)
Att (1,£) = 0 och (1,3t — 1) = 0 foljer av gradskil; [* t*dt = 0 om k
ar udda. Dessutom géller

1 1
/ 1~(3t2—1)dt:2/ 37— 1dt =2[t° —t];=0.

1 0
Sa vektorerna ér ortogonala och dérmed linjért oberoende. Vi vet att
dimPy, = 3. (1,¢,#* &r en bas.) Alltsa ér 1, ¢ och 3t — 1 tre linjirt
oberoende vektorer i ett tredimensionellt rum och ddrmed en bas.

(b)

Lat P(t) =1+1t* e; =1+, e; = 3t> — 1 och IIP(t) den ortogonala
projektionen av P pa E.

Enligt (a) dr(e;, es) = (1,3t* — 1) + (¢,3t* — 1) = 04+ 0 = 0. Sa e; och
e, ar ortogonala. Den ortogonala projektionen ges I1P(t) = ce; + fes

dér « och 3 bestdms sa att P = ae; + fe; + P, och P, &r ortogonal
mot FE. Skaldrmultiplikation med e; och ey ger

(P,e;) = afey,eq) och (P, es) = afey, es) .

En kalkyl ger (ej,e;) = 8/3, (ez,eq) = 24/15, (P,e;) = 8/3 och

(Pey) =8/15. Saa=5/8 =1och f=5/2 =2 = 1. Sa den orto-

gonala projektionen &r ITP(t) = e;+3€3 = 1+t +3(3t*—1) = t*+t+2.

. Lat x, = (ap, ape1). Da ar
N 01
Xn41 = (an-i-la an+2) = (an—i-la 6an+1_9an) = Axn dir A = —9 6 .

Losningen till rekursionsekvationen x,.; = Ax,,xo = (1,0) &r x, =
A"xq. Sa det géller att berdkna A"xq.
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Vihar pa(A) = M2—6A+9 = (A—3)?, s& A\ = 3 &r ett dubbellt egenviirde.
En kalkyl visar att dim F3 = 1 och alltsa kan A inte diagonaliseras.
Dérfor skriver vi A =31+ (A —3[) =3[+ N dar N = ( :g ;) )
Da giller N2 = 0. (Det kan verifieras med en kalkyl men f6ljer ocksa
av teori.)

Nu far vi med hjilp av binomialsatsen att

A"xo = (3I+N)"x, = ((g>)3"1+ (T))3”1N+ <Z> 322 -)xo -

3" 1 (3I4nN)xg = 3" ( 3(1_;:) 3(1n_n) > ( (1) ) =3" ( 1__3;‘ ) .

Sa, eftersom a,, ar forstakoordinaten i x,,, ar 16sningen a,, = 3"(1 —n).

6. (a) Se kurslitteraturen.



