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1. (a) Sant.
Det &r latt att se att (x,y) uppfyller skaldrproduktsaxiomen.
(b) Sant.
Om T* =T giller TT* =T? =T*T.
(c) Falskt.

A har egenviirdena 1 (dubbellt) och 2. (A — I)?u = (0,0,1) # 0
sa u=(1,0,1) ar inte en generaliserad egenvektor till egenvirdet
1. Dessutom géller (A —2/)u = (—1,0,0) # 0 sa u &r inte heller
en (generaliserad) egenvektor till egenvérdet 1.

(d) Sant.

Om Tu = Au sa géller u = T 'Tu = AT 'u eller T"'u = ju.
Observera att A # 0 om T ar inverterbar.

(e) Falskt.
Motexempel. Lat [T]s = ( 8 (1) . T har bara det dubbla egen-

vérdet 0 och egenvektorerna dr multiplar av (1,0).

T g = 00 . T* har ocksa bara det dubbla egenvéardet 0 och
10

egenvektorerna dr multiplar av (0, 1).
2. (a) Vi har pr(\) = A2 + 4. Sa egenviirdena dr +2i. Egenvektorn till
. =2 -2 11N @
A=2ifasur [T —2il|g = ( 9 _o; ) ~ ( 00 ) Sae; = (1,-1)
ar en egenvektor till egenvérdet 2i.

—2 21 0 0

For egenvérdet A = —2i far vi [T42il]s = ( QZ, —2 ) ~ ( L -l )

Sa ey = (1,1) ar en egenvektor till egenvérdet 2i. Alltsa dr ep, ey en
bas B av egenvektorer.

21 0
0 —2¢

1+i 0 . o Qi) 0\ (2 0
( 0 1—¢)gaﬂer[K]B_< 0 (1-92) "\ 0 -2
[T]p. Sa K &r en kvadratrot till 7.

(b) Enligt (a) géller att [T]5 = ( ) Sa om vi sétter [K|p =

1



3.

4.

Lat B = g g ) B har egenvérdena 8 och —2 med egenvektorerna
e; = (1,1) respektive es = (1, —1). A har samma egenvektorer som B

men eftersom A = 2B skall egenvérdena till B multipliceras med —%.
Alltsa giller Ae; = —4e; och Aey = es.

Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)es. Da giiller

x'(t) = a'(t)er + V' (t)es
x"(t) = a"(t)er + V'(t)e,
Ax(t) = —4a(t)e; + b(t)e, ,

sa x” = Ax ger a’ = —4a och I =b.

Eftersom x(0) = (2,0) = e; + e och x'(0) = (0,2) = e; — ey ger
begynnelsevilkoren att a(0) = 1, b(0) = 1, och a/(0) = 1 och &'(0) = —1.
Sa det géller att 16sa

a’(t) = —4a(t) b (t) = b(t)
! { a(0) = La(0) =1 °" { b(0) = 1,5'(0) = —1

I. Vi far a(t) = Asin2t + Bcos2t, a'(t) = 2Acos 2t — 2B sin 2t. Be-
gynnelsevillkoren ger B = a(0) = 1 och 24 = d/(0) = 1. Sa a(t) =
% sin 2¢ + cos 2t.

I1. Nu far vi b(t) = Ce' +De™", I/ (t) = Ce' — De". Begynnelsevillkoren
ger C+D=b0)=1ochC—-D=V(0)=-1.5aC =0,D =1 och
alltsa ar b(t) = e™".

Sa lésningen blir x(t) = (3 sin 2t + cos 2¢)(1,1) + (1, —1) eller

{ 21(t) = §sin2t + cos 2t +¢~*

To(t) = 3sin2t + cos2t — e !

110
(a) Vi har [T|s = []sr|T]s[I]rs- Nu ér [I]lsp, = [ 1 0 1 | och

011
1 1 1 -1
(enligt Riknehjilpen) [I]ps = [I]pg = 5 1 -1 1
—1 1 1

00 O

Matrismultiplikation ger [T] sr[T)s[Irs = 01 -1

-2 1 1



(b) Eftersom S &r en ortonormerad bas ar

0 0 —2
(s =[Ts=[Tls={0 1 1
0 -1 1

. Viser att A har det dubbla egenvérdet 2. Vi skriver A = 21+ (A—-2]) =

A+ N dar N = ( :Z ; ) Vi observerar att N2 = O.

Losningen ges av x(t) = '4x(0). Nu giller et = e2e!N = e2(] +tN).
Nu #r Nxg = 0, och vi far x(t) = x(0) = €*x(0) dvs.

{ X, (t) = e

X9 (t) = 26%

. (a) Se kurslitteraturen.

(b) Tex. A = ( _(1) é ) . Da #r p(A\) = A\? + 1. p(\) saknar reellt

egenvirde och alltsa (reell) egenvektor.

(c) Se kurslitteraturen.



