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30 oktober, 2014

1. (a) Sant.

Det är lätt att se att 〈x, y〉 uppfyller skalärproduktsaxiomen.

(b) Sant.

Om T ∗ = T gäller TT ∗ = T 2 = T ∗T .

(c) Falskt.

A har egenvärdena 1 (dubbellt) och 2. (A − I)2u = (0, 0, 1) 6= 0
s̊a u = (1, 0, 1) är inte en generaliserad egenvektor till egenvärdet
1. Dessutom gäller (A − 2I)u = (−1, 0, 0) 6= 0 s̊a u är inte heller
en (generaliserad) egenvektor till egenvärdet 1.

(d) Sant.

Om Tu = λu s̊a gäller u = T−1Tu = λT−1u eller T−1u = 1
λ
u.

Observera att λ 6= 0 om T är inverterbar.

(e) Falskt.

Motexempel. L̊at [T ]S =

(
0 1
0 0

)
. T har bara det dubbla egen-

värdet 0 och egenvektorerna är multiplar av (1, 0).

[T ∗]S =

(
0 0
1 0

)
. T ∗ har ocks̊a bara det dubbla egenvärdet 0 och

egenvektorerna är multiplar av (0, 1).

2. (a) Vi har pT (λ) = λ2 + 4. S̊a egenvärdena är ±2i. Egenvektorn till

λ = 2i f̊as ur [T − 2iI]S =

(
−2i −2i
−2i −2i

)
∼

(
1 1
0 0

)
. S̊a e1 = (1,−1)

är en egenvektor till egenvärdet 2i.

För egenvärdet λ = −2i f̊ar vi [T+2iI]S =

(
2i −2i

−2i 2i

)
∼

(
1 −1
0 0

)
.

S̊a e2 = (1, 1) är en egenvektor till egenvärdet 2i. Allts̊a är e1, e2 en
bas B av egenvektorer.

(b) Enligt (a) gäller att [T ]B =

(
2i 0
0 −2i

)
. S̊a om vi sätter [K]B =(

1 + i 0
0 1− i

)
gäller [K2]B =

(
(1 + i)2 0

0 (1− i)2

)
=

(
2i 0
0 −2i

)
=

[T ]B. S̊a K är en kvadratrot till T .
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3. L̊at B =

(
3 5
5 3

)
. B har egenvärdena 8 och −2 med egenvektorerna

e1 = (1, 1) respektive e2 = (1,−1). A har samma egenvektorer som B
men eftersom A = −1

2
B skall egenvärdena till B multipliceras med −1

2
.

Allts̊a gäller Ae1 = −4e1 och Ae2 = e2.

Vi ansätter x(t) = a(t)e1 + b(t)e2. D̊a gäller

x′(t) = a′(t)e1 + b′(t)e2

x′′(t) = a′′(t)e1 + b′′(t)e2

Ax(t) = −4a(t)e1 + b(t)e2 ,

s̊a x′′ = Ax ger a′′ = −4a och b′′ = b.

Eftersom x(0) = (2, 0) = e1 + e2 och x′(0) = (0, 2) = e1 − e2 ger
begynnelsevilkoren att a(0) = 1, b(0) = 1, och a′(0) = 1 och b′(0) = −1.

S̊a det gäller att lösa

I.

{
a′′(t) = −4a(t)
a(0) = 1, a′(0) = 1

och II.

{
b′′(t) = b(t)
b(0) = 1, b′(0) = −1

.

I. Vi f̊ar a(t) = A sin 2t + B cos 2t, a′(t) = 2A cos 2t − 2B sin 2t. Be-
gynnelsevillkoren ger B = a(0) = 1 och 2A = a′(0) = 1. S̊a a(t) =
1
2
sin 2t + cos 2t.

II. Nu f̊ar vi b(t) = Cet +De−t, b′(t) = Cet−De−t. Begynnelsevillkoren
ger C + D = b(0) = 1 och C −D = b′(0) = −1. S̊a C = 0, D = 1 och
allts̊a är b(t) = e−t.

S̊a lösningen blir x(t) = (1
2
sin 2t + cos 2t)(1, 1) + e−t(1,−1) eller{

x1(t) = 1
2
sin 2t + cos 2t + e−t

x2(t) = 1
2
sin 2t + cos 2t− e−t

.

4. (a) Vi har [T ]S = [I]SF [T ]S[I]FS. Nu är [I]SF =

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 och

(enligt Räknehjälpen) [I]FS = [I]−1
FS =

1

2

 1 1 −1
1 −1 1

−1 1 1

.

Matrismultiplikation ger [T ]S = [I]SF [T ]S[I]FS =

 0 0 0
0 1 −1

−2 1 1

.
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(b) Eftersom S är en ortonormerad bas är

[T ∗]S = [T ]∗S = [T ]TS =

 0 0 −2
0 1 1
0 −1 1

 .

5. Vi ser att A har det dubbla egenvärdet 2. Vi skriver A = 2I+(A−2I) =

A + N där N =

(
−2 1
−4 2

)
. Vi observerar att N2 = O.

Lösningen ges av x(t) = etAx(0). Nu gäller etA = e2tetN = e2t(I + tN).
Nu är Nx0 = 0, och vi f̊ar x(t) = etAx(0) = e2tx(0) dvs.{

x1(t) = e2t

x2(t) = 2e2t .

6. (a) Se kurslitteraturen.

(b) T.ex. A =

(
0 1

−1 0

)
. D̊a är p(λ) = λ2 + 1. p(λ) saknar reellt

egenvärde och allts̊a (reell) egenvektor.

(c) Se kurslitteraturen.
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