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1. (a) Sant.

(A—1)%*(1,1,0) = 0.

(b) Falskt.
Om Te = e, e # 0, far vi motsigelsen T°e = e # —e = —le =
T e.

(c) Falskt.
Motexempel. Bakatskift, B(z1,zo,x3,...) = (%9,23,24,...), Pa
R,
B ar surjektiv ty om x = (1, %9, x3,...) ar B(0, 21,29, x3,...) =
X.

B ér inte injektiv eftersom B(0,0,0,...) = (0,0,0,...) = B(1,0,0,...).

(d) Falskt.
Motexempel. [T]s = ( _(1) é ) Da ar T* = —T sa T é&r inte
sjalvadjungerad. Men TT* = —T? = T*T sa T #r normal.

(e) Sant.
Eftersom T &r sjalvadjungerad finns en (ortonormerad) bas B :
ey,...,e,, sadan att [T]p &r diagonal. Om diagonalelementen &r
dyi,...,d, sa &r

KerT = {x;d;z; = 0 dér [x]|p = (x1,...,2,)}

och

KerT = {x;d?x; = 0 dér [x]g = (z1,...,2,)}.
Eftersom d; = 0 omm d? = 0 #ir dessa mingder lika.

2. (a) Lat M = 2 [T]g = < 1@ i’ ) Da dr egenvirdena till T \/Li ganger

1—A ?

o ’:(A—1)2+1:0

egenvirdena till M. Nu ar py(A) = '
med rotterna A =1 £.

Egenvektorerna till 7" och M &r de samma och fas ur ekvationerna
(M — X)x =0.

Nar A=1+74 far vi

M-(1+z‘)1:(_§ _z)w(é _(1))



sa e; = (1,1) &r en egenvektor.
Nar A =1 —1 far vi

waan ()= (33)

sa es = (1,—1) &r en egenvektor.

Svar: Egenvérdena &r \[(1 + 1) och \1[(1 —i)och B:e; = (1,1), e
(1,—1) &r en bas av egenvektorer

(b) Vi har [T = \/Li ( 1+ 1_2 ) och [T10]; = [T]L2°.

Nu giller (1 +4)? = +2i och (1 +i)* = —4. Vi far [T*z = —I och
g (1£4)* = ( )t = [
[T = [TYF = (-1)®

Anmirkning. Ett alternativt sitt att 16sa (b) &r att direkt observera
att [T]2 = < v ) och [T]4 = —1.
. En kalkyl ger att A har egenvirdena 1 och —1 med egenvektorerna
e; = (2,3) respektive e; = (1,2) Sa Ae; = e; och Aey = —es.
Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)es. Da giller
X'(t) = a'(t)er + U'(t)e
X’ ( ) = a"(t)e; +b"(t)e
Ax(t) = a(t)er — b(t)ey ,

sa x” = Ax ger @’ = a och V' = —b.

Eftersom x(0) = (1,1) = e; — ey och x'(0) = (0,—1) = e; — 2ey
ger begynnelsevilkoren att a(0) = 1, b(0) = —1, och ¢’(0) = 1 och
b'(0) = —2.

Sa det géller att 16sa

a"(t) = a(t) V() = —b(t)
L { a(0) = 1,a'(0) =1 O IL { b(0) = —1,b'(0) = —2

I. Vi far a(t) = Ae' 4+ Be ", d/(t) = Ae' — Be™. Begynnelsevillkoren ger
A+ B=a(0)=10ch A— B =d'(0) =1 med lésningen A =1,B = 0.
Sa a(t) = €.

II. Nu far vib(t) = C cost+Dsint, b'(t) = —C'sint+D cost. Begynnelse-
villkoren ger C' = b(0) = —1 och D = /(0) = —2. Alltsa &r b(t) =
—cost — 2sint.



Sa losningen blir x(t) = ee; — (cost + 2sint)e, eller

x1(t) = 2e' — cost — 2sint
xo(t) = 3e' — 2cost — 4sint)

. Vi observerar att p(A\) = det(A —AX[) = A2 —4\ +4=(A—-2)?sa A

har det dubbla egenvirdet 2. Vi sitter N = A — 2] = ( _Z _é >

och observerar att N2 = O.

Losningen ges av x, = A"xq. For att berdkna detta skriver vi A =
2] + A — 2] = 2] + N. Binomialsatsen ger A" = (2] + A)" = 2" +
n2" N + O = 2"71(2] + nN). Detta ger x,, = 2" (2] + nN)x, =
2"1((=2,2) + n(—1,2)) =21 (—=(2+n),2(1 + n)).

. (a) Ett polynom p(t) = a + bt + ct* ligger i E om

1 1
1
/ p(t)dt:2/ a+ct2dt:2(a—|—§c):0,
- 0

1
dvs. om ¢ = —3a. Sa p(t) = a(1 — 3t*) + bt och B :e; =t,e; = 1 — 3t?
ar en bas for F.

(b) Den bésta approximationen ges av IIp(t) dar I 4r den ortogonala
projektionen pa E. Eftersom t = e; ligger i F ar [It =¢. Sa [I(1+¢t) =
II(1) + t och det géller att berdkna II(1).

Vi observerar att av gradskil ar (ej;,e;) = 0. Om vi later II(1) =
ae; + beg sa ger 1 —I1(1) L e att

(1,e1) = afer, e1) + blez, e1) = ales, e1).
Att 1 —1I(1) L ey ger
(1,e9) = aley,eq) + b(ea, €2) = b(eq, €2).
Nu ér (1,e1) = f_ll tdt = 0 sa a = 0. Dessutom géller
(1,e0) = [1,1—3t2dt =2 [ 1 — 3t%dt = 0 sa [1(1) = 0.
Vifar (1 +¢) =0+t =1t
(a) Se kurslitteraturen.
(b) Se kurslitteraturen.

(¢) T har en egenvektor, Te; = Aej, med ||e;|| = 1. Utvidga e; till en
ortonormerad bas B : e, e,. Eftersom B &r en bas finns a, b med

Te; = ae;+bey. Detta ger att [T)p = < Aa

0 b ), en Ovretriangular

matris.
(d) Se kurslitteraturen.



