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Vad #r numerisk analys?

Numerisk analys handlar om hur man 18ser beridkningsproblem
pa ett sikert och effektivt sitt med hjilp av dator.

Nagra viktiga komponenter:

e Problemets egenskaper

— Problemen kommer fran naturvetenskap, teknik,

matematik etc.

— Existerar det nagon 16sning?

— Ar den entydig?

— Vad hinder med 16sningen nir man dndrar indata nagot?
e Algoritmens egenskaper:

— Hur snabb #r metoden, implementationen?

— Hur mycket minne gar at?

— Vilka fel introduceras av algoritmen (avrundningsfel etc)?
e Berikningsredskapets egenskaper:

— Datorarkitektur. Mgjligheter/begrinsningar.
— Parallellitet.

— Programsprak och kompilatorer.

P3a foljande sidor kommer nagra korta exempel pa ovanstiende,
men férst nigra ord om skillnaderna mellan ren matematik och
numeriska berdkningar.

I grundliggande matematik-kurser ser man normalt endast
problem som kan 16sas exakt och med handrikningsmetoder.
Det &r darfor enkelt att dra den felaktiga slutsatsen att alla
problem kan 16sas pa detta vis.
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Flertalet verkliga problem &r dock for komplicerade att 16sa
exakt och dven om det gar sa dr det kanske inte intressant.
Maple kan beridkna:

(3628800 — 3628800 z + 1814400 2> — 604800 >+
/ae“’em dr = 151200z* — 30240 2 + 5040 z° — 720 27 + 90 28—
102° + '] e® + konstant
och

1
/ %" dr = 1334961 e — 3628800
Jo

Jamfér i Matlab

>> i = quadl(@Q(x) x.710 .* exp(x), 0, 1)
i = 2.280015154878251e-01

med ett fel mindre &n 4 - 1071°. T en verklig tillimpning duger
det kanske med fyra siffror.

1
/ arctan(e®) dx
0

kan ej uttryckas pa nagot enkelt siitt. Dock

>> i = quadl(@(x) atan(exp(x)), 0, 1)
i=
1.017430583002258e+00

Dessa problem ér enkla jimfort med manga verkliga problem.
Ett system av differentialekvationer kan normalt endast l5sas
approximativt och #ven det kan vara svart (viiderprognoser).

Hur maéanga siffror behéver man i tillimpningar?
Nagra exempel:

S#g att vi skall tillverka en stilstav med lingden 1m. Hur manga
siffror &r det rimligt att ange? De finaste passbitarna (dyra och
mycket noggrant polerade miétblock) har en avvikelse pa
omkring +10"%m. En viteatom har en storlek ~ 10~ !m.
Typen double i Java, C etc. tar 64 bitar, drygt 16 decimaler.

Vanliga elektriska motstand har en osikerhet om
5-10%, 0.1% for precisionsmotstind.

Fran NIST (National Institute of Standards and Technology)
Special Publication 333, 2001 Edition, The International System
of Units (SI) http://physics.nist.gov/Pubs/pdf.html

The unit of mass, the kilogram, is the mass of the international
prototype of the kilogram kept at the BIPM (Bureau Interna-
tional des Poids et Mesures). It is a cylinder made of an alloy
for which the mass fraction of platinum is 90 % and the mass
fraction of iridium is 10 %. The masses of 1 kg secondary stan-
dards of the same alloy or of stainless steel are compared with
the mass of the international prototype by means of balances
with a relative uncertainty approaching 1 part in 10°.

The mass of the international prototype increases by approxima-
tely 1 part in 10° per year due to the inevitable accumulation of
contaminants on its surface. For this reason, the CIPM (Comité
International des Poids et Mesures) declared that, pending furt-
her research, the reference mass of the international prototype
is that immediately after cleaning and washing by a specified
method (PV, 1989, 57, 104-105 and PV, 1990, 58, 95-97). The
reference mass thus defined is used to calibrate national stan-
dards of platinum-iridium alloy (Metrologia, 1994, 31, 317-336).




In the case of stainless-steel 1 kg standards, the relative uncer-
tainty of comparisons is limited to about 1 part in 10® by the
uncertainty in the correction for air buoyancy. The results of
comparisons made in vacuum, though unaffected by air buoyan-
cy, are subject to additional corrections to account for changes
in mass of the standards when cycled between vacuum and at-
mospheric pressure.

Mass standards representing multiples and submultiples of the
kilogram can be calibrated by a conceptually simple procedure.

Slutsats: det rdcker oftast med nagra fa siffror.

Att forsta sitt problem

Ett generaliserat egenvirdesproblem: Az = ABx.
A och B ir stora och glesa matriser.

Saab: Ditt program gor fel. Vi far olika egenviirden varje gang.

Vi ser att A:[ﬁg]’ B:[ég]
-
HA[HEIN

fér varje komplext tal A. Singulirt matrisknippe.

Lat oss stéra matriserna:
2 € 14
A= B =

Sekularekvationen, det(A — AB) = 0, blir:
(06X — 6)2 =0

sd att det dubbla egenviirdet &r A = €/d for alla § # 0 och €
oavsett hur sma de &r.

>> A % Ett linjart ekvationssystem
A=
-0.1537 0.8538 0.6535 0.1342
0.6678 -0.1268 -0.1732 -0.1248
1.5560 -1.0140 -1.0986 -0.5522

-0.1248 0.0686 0.3664 0.3467

>> b
b =
0.2042
—-0.1849
-0.0358
-0.9607

> x=A\b %$ 16s A x = b

>> f % matfel kanske

1.0e-10 * % OBS: le-10
0.3399
-0.8218
0.4035
0.2154

> A\ (b + £f)
ans =
1.0e+04 * % OBS: le4
-0.1257
-2.1861
3.5091
-3.3217

Foljande bild visar prestanda for tva rutiner for matrismultipli-
kation, A = BC, dir samtliga ingdende matriser #r kvadratiska
med dimension n (x-axeln).

y-axeln visar antalet miljoner flyttalsoperationer (4, *) per se-
kund som flyttalsenheten (FPUn) i CPUn presterar. “dgemm?”
&r hdmtad fran IBMs berikningsbibliotek, ESSL (Engineering
Scientific Subroutine Library). Rutinen ligger nira maskinens
teoretiska toppfart.

“rad-kolonn” &r algoritmen fran kursen i linjir algebra. Det dr
inget fel pdA denna metod nidr man handriknar, men den &r
hopplost ineffektiv pa moderna datorer. Det beror pa att FPUn
dr mycket snabbare #in primdrminnet: FPUn far vinta pa ma-
triselement att rdkna med. I dgemm-rutinen har accessmonstret
av matriselementen #ndrats si att cache-minnena kan utnyttjas
mer effektivt, vilket leder till inga eller korta vintetider.
Kodning blir mer komplicerad, vilket &r en av flera anledningar
till att vi inte ska studera verkliga implementationer.
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Mal med kursen: numerisk allminbildning.

Kunna svara pa fragor som (fér nagra problemklasser):
e Hur fungerar numeriska algoritmer?
e Hur ser typisk numerisk programvara ut?

e Vilka typer av problem, inom problemklassen, dr mdjliga att
l6sa?

e Ar problemet svart eller enkelt?

e Vilken programvara kan jag vilja bland?
e Kan jag lita pa resultatet?

e Tog berdkningen rimlig tid?

e Gick det at for mycket minne?

e Hur stort problem av denna typ kan jag lésa?

Malet &r inte att Du skall kunna skriva numerisk programvara.
Vi kommer att studera principer, inte verkliga implementationer
eftersom dessa &r alltfér tekniskt komplicerade.

Kursinnehall
. Konditionstal, stabilitet
. Flyttalsaritmetik
Az =b
. Minstakvadratproblem
. System av ickelinjira ekvationer
. Interpolation
. Kvadratur

. Ordinéra differentialekvationer

e ® N S m A W N R

. HPC (High Performance Computing)

Laborationer:
1. Flyttalsaritmetik, Az = b
2. Minstakvadratproblem samt f(z) =0
3. Kvadratur och ODE

Diverse felkillor
Fel som vi som numeriker inte kan gora si mycket at
e modellfel, bortser fran luftmotstand, friktion

e miitfel, vagar etc. dr inte exakta mellanavrundningar

Vi ér intresserade av olika typer av beridkningsfel:

Avrundningsfel:

>> 49 * (1 / 49) - 1
ans = -1.1102e-16

k

T o~
~

Trunkeringsfel : e

M=

T
i k!

I
)

f(xz+h) — f(x)

Diskretiseringsfel : f'(z) ~ b

Viktigt att vilja “lagom stort” h.
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Om stort och smatt

Lat & vara en approximation av det exakta virdet x.

e absoluta felet = & — «

o relativa felet = “EI;”, om x # 0

Absoluta fel &r ointressanta om vi inte vet ungefir
hur stort x &r.

Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta virdet &r 2, men
inte om det exakta virdet #r 10°.
De relativa felen #r 0.7 respektive 1.4 - 1079,

P& samma siitt kan det absoluta felet 10720 vara stort eller litet.
Det #r viktigt att kiinna till problemets skalning.
Vilken storleksordning har de tal vi arbetar med?

Relativa fel siger nigot dven om vi inte kidnner till problemets
skalning. Vi kommer darfor att vara mer intresserade av relativa
fel &n av absoluta fel.




Tema: nollstéllen till polynom

Berikna rétterna till (z — 1)® = 0 i Matlab (d&r vi rdknar med
16 siffror). Matlab vill ha en vektor med koefficienter:

(z—1)° =2 -5z +102®> — 102> + 5z — 1

>> r = roots([1l -5 10 -10 5 -1]) % koefficienter
r = 1.0008 + 0.00061i % rotterna
1.0008 — 0.0006i
0.9997 + 0.0009i
0.9997 - 0.0009i
0.9990
>> abs(r - 1) % felen?
ans = 1.0e-03 *
0.9625
0.9625
0.9625
0.9625
0.9625
Varfér? Los
(z—1)°=€¢ = xz=1+¢€7
Om e = 1075 si #r €/5 = 10~3. Nollstillena till polynomet

(z — 1) &r tydligen kinsliga fér stérningar i koefficienterna.
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Ar det alltid svart att berdkna nollstillen?

>> ¢ = [1 -15 85 -225 274 -120]; % koefficienter
>> r = roots(ec); % de exakta réttena = 1, 2, 3, 4,
>> fel = sort(r) - (1:5)’
fel =
—4.9960e-15
6.6613e-14
-1.5010e-13
9.681lle-14
—8.8818e-16

Rétter hos ett komplext 6-egradspolynom niir vi stér z°-termen.
28+ (cs+kd)x®+---+cp, k=0,1,2,3...
Ringarna visar rotternas begynnelsepositioner, k£ = 0.

Rotvandring
3 T

-05f : B
{
i \@ * il
-15f \/ 1
- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
“is -10 -5 0 5 10 15
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Vi kan betrakta rétterna som funktioner av koefficienterna.

INDATA UTDATA

r =f(c)

¢ = koefficienter r = rotter

Vad hénder nir vi stdr koefficienterna (indata i det allméinna
fallet)? Det #r viktigt att kiinna till om vart problem &r kiinsligt
eller ej.

ﬁ

Om liten relativ &ndring av indata ger en liten relativ #ndring av
resultatet siiger man att det aktuella problemet &r vélkonditionerat.
Om resultatet &ndrar sig mycket dr problemet illakonditionerat.
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Konditionstalet &r kvoten mellan de relativa féréindringarna, dvs.

[6+|/]7]
[8l/ el

konditionstalet =

Att berdkna konditionstalet &dr inte alltid mgjligt; det kan

vara lika svart som att 16sa det egentliga problemet. For vissa
problemtyper ir det 6verkomligt. Ibland #r det dock mojligt att
konstruera en uppskattning x sa att

18,1 I8
S K
r = "l

Det ricker att kiinna till storleksordning pa «.
Ar k = 10 eller &r x ~ 1087

Exempel:
Hur kénsliga dr rétterna, till ekvationen z? + ax + b = 0, for
dndringar i a och b?

Rétterna 7 och r, dr funktioner av a och b; 71(a,b), r2(a,b).
Lat r beteckna en av rétterna och lat r 4+ 4, beteckna den stérda

roten nir vi dndrar koefficienterna med 9§, respektive d;. Vi har
sambandet:

(r+6) 4+ (a+8)(r+8)+b+8=0




Detta kan skrivas

r? +(z1'+ b+6,(2r + a) + 8,7 + 6 + 62 + 6,6, =0
~0
Vi fir det approximativa sambandet:
5a7' + 6;,

o — = |62
" 2r+a lrlN

|0ar| + [0
|27 + a|

Eftersom r; och 7, dr rétter sa giller att:
(x—r)(@—r)=2>+ax+b = —(ri1+m)=a
—
a2 —(r1+re)T+riTe
alltsa dr 27y + a = 71 — 2, gapet. Lat g = |ry — 2|, da giiller:
|8a7| + |05
g

LAPS

Slutligen vill vi ha relativa storningar:

9,1 o 1 [Irllal|dal | [0]|%s] lal + [B/7] [Iﬁal I6b|}
— S — < max |——,—-
I/l ZIrl Ll g la| = g |bl g lal " 8]

~ konditionstalet

Observera att detta &r en uppskattning av konditionstalet. Det
dr inte heller berdkningsbart eftersom vi maste kidnna r; och
r9. I praktiken kan man (kanske) uppskatta 7 och 7, med de
beridknade rétterna. En viktig lirdom &r att vi nu vet att gapet
mellan rétterna dr viktigt.
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Bakatanalys
Vi har sett s.k. framatanalys: givet d. vad blir

Fle+6c) — f(e)

Detta kan, som vi har sett, ge vildigt pessimistiska svar.

Ett alternativ dr f6ljande: givet approximationen 7 till det
exakta virdet r hur mycket maste vi &ndra c for att # skall bli en
exakt 16sning till det stérda problemet? Vi stker alltsa 4. sadant
att

fle+6.) =+
Man kallar detta bakatanalys. Detta pa grund av att vi tittar pa
indatasidan i stéllet fér pa resultatsidan.

Exempel: Lat
p(z) = (z — 1)(z — 1.0001) = 2 — 2.0001 z + 1.0001

Vi vet sedan tidigare att konditionstalet har storleksordningen
1/(1.0001 — 1) = 10%.

Antag att vi pa nagot sitt har producerat de diliga approxi-
mativa rétterna 1.11 och 0.895. De relativa felen &r ungefir 11%.

Det stérda polynomet (som har rétterna 1.11 och 0.895) ir:

|62 < 51073

—1.11)(—0.895) = £—2.005x+0.99345
(@ )(= )== ot = { 6] < 7-107°

Detta innebir att vi har 16st “néstan ritt problem”; vi har gjort
ett relativt bra jobb med att berikna rétterna. Att vara rétter
dr daliga approximationer beror pa att problemet ir illakondi-
tionerat.

Stabila algoritmer
Man kan ofta l6sa ett beridkningsproblem pa olika sitt.

2
a a
224+ ax + b= 0 har rotterna _Ei <§> —b

Far vi ett bra program om vi skriver in ovanstaende formler i
koden? Nej, inte alltid. I en dator réknar vi med begrénsat antal
siffror. Om a &r mycket storre #n b sa kanske inte b kommer med
ndr vi berdknar (2)® — b. Detta svarar mot att b = 0 s att en
beridknad rot blir noll. T detta fall 4r gapet stort si att rétterna
ar vilkonditionerade.

Det #r algoritmen det #r fel pa! Det &dr i allminhet ingen bra
idé att kopiera formler direkt ur bécker.

Det finns béttre algoritmer; se 6vningarna.

En stabil algoritm genererar resultat som &r exakta for ett
lite stért problem.

Algoritm

berékning

storning
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Om vi 16ser ett problem med en stabil algoritm far vi da ett
resultat med ett litet fel?
Det beror pa om det lilla bakatfelet forstoras eller ej.

Vilkonditionerat problem 4 stabil algoritm =
litet fel i resultatet.

Om vi applicerar en stabil algoritm pa ett illakonditionerat
problem l8ser algoritmen fortfarande néstan rétt problem.
Det lilla felet i indata kan dock ge upphov till ett stort

fel i resultatet.
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Flyttalsaritmetik

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

di d dy_
$:i<d°+ﬁl+g_z+"'+ﬁt_i
B bas (vi kommer att ha 8 = 2)
t precision
[L, U] exponentomfing
dod; - - - d;_; mantissa

)ﬁe, 0<d,<B-1, L<e<U

IEEE 754 (Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc.)
definierar enkel och dubbel precision (bland annat).
Vi antar att 8 = 2 fran och med nu:

bas t L U
2 24 -126 127 32 bitar
2 53 -1022 1023 64 bitar

Ett tal # 0 &r normaliserat om dy # 0.
Om B = 2 sa dr da dp = 1 varfor man inte lagrar do.

I minnet lagras ett 64-bitars flyttal med en teckenbit, en ex-
ponent till vilken man adderat 1023 (fér att slippa tecken pa
exponenten bl.a), samt mantissan (utom den inledande ettan).

Exempel: -3.25 #r (—1)-1.101 - 2! i bin#r form.

Teckenbiten &r ett, exponenten (ett) lagras som 1 + 1023 = 210
och av mantissan lagrar vi 101, varfér vi bor hitta f6ljande bitar
i minnet:

1 100 0000 0000
s exponent 11 bitar

1010 0000 0000 0000
mantissa 52 bitar lagras
Hexadecimalt (bas 16) gruppera fyra bitar / hex-siffra
c00a000000000000 (a <-> 1010, c¢ <-> 1100)

a=10, b=11, c=12, d=13, e=14 och f=15.
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I Matlab

>> format hex
>> =3.25
ans = c00a000000000000

Det finns speciella bitformat for diverse specialfall, t.ex.:

>> [0, -0]

ans = 0000000000000000 8000000000000000

Antalet olika tal &r: 2(8 — 1) (U - L+ 1) +1

dvs 4.2614 - 10° i enkel precision och 1.8429 - 10 i dubbel.

Att testa en funktion for alla flyttal i dubbel precision &r néstan
omdijligt. 10° tester per sekund ger 584.4 ar.

Minsta positiva representerbara normaliserade
talet = 2L =~ 1.17 - 1073 i enkel och ~ 2.2 - 1073% j dubbel.

Det storsta representerbara talet har stérsta exponenten och
ettor i hela mantissan. I enkel precision ~ 3.4 - 10%8, i dubbel
1.8 - 10%%8. Tal stérre #n denna griins ger overflow.

>> le-200"2 % e har INGET med exp att godra
ans = 0 % underflow

>> 1le20072 % overflow

ans = Inf % Infinity

>> log(0)

ans = -Inf % —-Infinity

>> sin(1/0)
ans = NaN % Not a Number

22

Ett enkelt talsystem med 8 = 2,t =4,L = —-3,U = 3.

Samma system inzoomat kring nollan.

Att ldgga mirke till: ett minsta positivt tal, ett stérsta tal,
ej kontinuerligt, grupperat, gap kring nollan, 6kande avstand
mellan talen.

Vad &r avstandet, gapet, mellan tva grannar?

Det absoluta gapet Skar med talets storlek.

I dubbel precision #r det absoluta gapet ~ 2.2-107'¢ kring ettan,
men = 2 - 102 kring overflowgrinsen.

Den relativa skillnaden, gapet dividerat med talet, varierar
nagot med talet, men #r ungefir 1.1-10716 till 2.2-1071¢ i dubbel

precision.

Vi ridknar med ungefir 16 decimala decimaler i
dubbel precision.
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Exempel:
fér vilka k > 0 kan 10* lagras exakt i dubbel precision?

10?2 kan representeras exakt.
10%® lagras som 99999999999999991611392.

Det absoluta felet verkar “stort”:
99999999999999991611392 — 102 = —8388608.

Det édr nu inte sa farligt som det verkar, eftersom det
relativa felet &r:

8388608/102 ~ 8.3 - 10~ 7.

Negativa exponenter dr “svarare”, 0.1 kan t.ex. inte lagras exakt
i bindrt format med &ndlig mantissa.

s 1 1 31 31 31 1
>[5+ gam] =3 55 =3 165 = 5 16 ToT36 = !
k=1 k=1 k=1

varfér den biniira framstéllningen av 0.1 kan skrivas;

0.000110011001100110011...

Detta dr inget konstigt. 1/3 = 0.3333--- i basen 10 men 0.1
i basen 3.
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Om z dr ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade
flyttalet med fl(x) (floating). Normalt (kan &ndras) #r fl(x) det
flyttal som ligger nirmast x.

Exempel: Lat oss anta att vi rdknar decimalt med fyra siffror.
fl(w) = f1(3.141592653589...) = 3.142.
F1(31415926.53589...) = 3.142 - 107.

Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till nirmaste
flyttal? Maximalt en halv enhet i fjirde siffran. S4 om vart tal
Ar +91.928384... - 10° (d&r sy, 82,... betecknar decimala siffror)
ar absolutbeloppet av absoluta felet maximalt 0.0005 - 10¢.

Relativa felet &r maximalt (f6r ett normaliserat tal)

0.0005 - 10°¢
— 1.0000...-10¢

= 0.0005

‘fl(:t) —z

Denna begrénsning kallas relativa maskinnoggrannheten och
betecknas med €m4cn. Denna kvantitet bestims av hur manga
siffror vi har i mantissan. Manga siffror ger ett litet €,,4ch-

Observera att €, INTE HAR NAGOT med exponentomfanget
att gora (hur stora eller sma tal vi kan arbeta med).
Exponentomfanget ges ju av parametrarna L, U.

Om vi antar att vi rdknar decimalt och U = 100 &r det storsta
talet vi kan lagra 9.999 - 10100,

Om L = —100 &r det minsta positiva representerbara talet
1.000-1071%, Det minsta representerbara talet ar INTE 0.0005.

I dubbel giller att €nocn = % ~ 1.11 - 10716 (16 siffrorna!) och i
enkel precision €40, =~ 6 - 1078,
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Vi kan skriva

1 —
‘f (z) u S €mach
T

pa ett annat sitt. Det giller att:

fllz) =1+ €z =z+ex med |€ < €mqch
OBS OLIKA e.
Varfor giller detta? Antag x # 0.

fllz) =14z e fllz) —z=ex = ‘W‘ = |¢|

<€mach

OK &ven om z = 0 ty fI(0) = 0.

Enligt IEEE skall en enstaka +, -, *, / avrundas korrekt.
Lat ® beteckna nagon av dessa operationer och lat « och y vara
tva flyttal. Da giller att:

flle@y)=(14+€)(z2Ry) =cQy+e(xQy), le|l < emach

férutsatt att vi inte far Inf eller NaN.

Beloppet av absoluta felet vi denna beridkning &r alltsa:
[filz®y) — (@ Y)| = |e(z @ Y)| < €macnlz @ Y|

och det relativa felet (om = ® y # 0):

fllz®y)— (z®y)

rQy = |€| S €mach
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Nagra vanliga problem med flyttalsrikning:
Utskiftning

Antag att vi riknar i dubbel precision:

>> a = lels6;
>> b = a; % spara
> a=a+1

a = 1.000000000000000e+16

> a —-b

ans = 0

ger ingen férindring, ettan “trillar 6ver kanten”.

>> a = lelé;

>> a = a + 123

a = 1.000000000000012e+16
> a - b

ans = 124

Inte hela 123 kommer med.
Man biér undvika att addera eller subtrahera tal av mycket olika

storleksordning.

a + (b + ¢) behdver inte vara lika med (a + b) + c.
En kompilator far inte optimera fér mycket.

>> 1 + (lel6 + (-lelé6))
ans = 1

>> (1 + lel6) + (-1lelé)
ans = 0
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Kancellation - subtraktion av tva nistan lika stora tal

Antag att vi subtraherar féljande tva tal:

1.03678947f f betecknar ett fel, en osdker siffra
1.03678935g g betecknar ett fel, en osdker siffra

0.00000012t t nytt fel

I de tva forsta talen kommer felet i tionde siffran. I skillnaden
finns felet redan i tredje siffran. Vi har alltsi mycket stérre
relativ osiikerhet i skillnaden #n i nagon av de ingaende
termerna. Vi kinner alltsa termerna mycket biittre &n
skillnaden; vi har férlorat information.

Vi far denna osdkerhet &ven om vi utfér subtraktionen exakt.

Ett fl-exempel

Antag att a, b och ¢ dr (redan avrundade) flyttal och att vi vill
beridkna a + be. Vi far inféra en e-term fér varje rikneoperation:

fl(a+be) = fl(a+fl(be)) = fl(a+be(l4€1)) = (a+be(l+€1))(14€2)
dar |ex| < €machs K = 1,2. Sa, om vi multiplicerar ihop faktorerna
fl(a+ be) = a+ be + beey + (a + be)es + beeres =
|fl(a + bc) — (a + be)| = |beer + (a + be)ez + beeses|
Vi kan nu ge en 6vre begrinsning av det absoluta felet:
|fl(a 4+ bc) — (a + be)| < |bel€mach + |a + be|€maen + |bc|efmwh =
((1 + 6mm:h) |bc| + |ﬂz =+ bCl) €mach
For det relativa felet observerar vi (om a + be # 0):
|fl(a + bc) — (a + be)| < (1 + €macn) |be| + |a + be|
|a + be| - |a + be|
(1 + €macn) |be]
|a + be|

€mach =

+ 1| €mach
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Sa det relativa felet &r litet om |be/(a + bc)| inte #r for stort.
Om diremot be = 1, a + be = 0, till exempel, kan vi fa ett stort
relativt fel.

Observera att ett uttryck som |ae; — bez| < (|a| + |b]) €macn Hven
om a och b har samma tecken (e; och e; kan ju ha olika tecken).
Att uppskatta |(a + b)e1| < (|a| + |b|)€macn dr dock onddigt
pessimistiskt, ty a och b kan ju ha olika tecken (notera att

det dr samma ¢; for bida termerna).

Om man inte kriver en strikt gréins utan endast en uppskattning
kan man tillata sig att sléinga t.ex. €;€;-termer (produkter av ter-
mer) ty efmwh <K €mach- Du kan ldsa mer om hur man férenklar
sddana och andra e-uttryck pa sista sidan i vningsmaterialet.

For att se att analysen stimmer ritt bra kommer hir ett
numeriskt exempel i fyrsiffrig decimal aritmetik:

a =10.70, b = —4.567, ¢ = 2.344. a + bc = —0.005048, exakt.

fl(a + be) = fl(a + fl(be)), be = —10.705048
Eftersom fl(bc) = —10.71 far vi fl(a + (—10.71)) = —0.010.
Beloppet av absoluta felet &r |—0.010—(—0.005048)| = 0.004952.
Notera att detta fel dr ungefir lika stort som det exakta vérdet.
Det relativa felet ar

0.004952 -

——— = 0.98.
0.005048

Relativa maskinnoggrannheten, som &r 0.0005, har alltsa férstorats

0.98/0.0005, en faktor 2000. Vi har inte en siffra riitt i resultatet.
Forstoringsfaktorn 2000 stimmer vil med var analys, som ger:
(1 + €macn) |be|

+ 1= 2123
la + be|
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Om vi byter tecken pa b, sa far vi ingen kancellation, och beriknar
en mycket bra approximation av det exakta vérdet.

a = 10.70, b = +4.567, ¢ = 2.344. a + bc = 21.405048 exakt.
fl(a + be) = fl(a+ fl(be)), bec = 10.705048

fl(bc) = 10.71, och fl(a + 10.71) = 21.41,
som &r ett korrekt avrundat virde av det exakta resultatet.
Det relativa felet dr
21.41 — 21.405048
T 21.405048

Aven detta result stimmer viil med var uppskattning som ger
virdet 0.5 (ungefir).

=~ 2.3-107% = 0.46 €;pqcn

Talsystemet igen:

Lucka kring nollan. Offra “decimaler” for att fa stérre
exponentomfang. Vi anviinder denormaliserade eller subnormala
tal.

1.010010011100 ... * 2”"e normaliserat
0.000010100011 * 2”7 (-1022) denormaliserat

Har farre bitar i mantissan. Man talar om “gradual underflow”.
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Matrisfaktoriseringar

Vanligt i tillimpningar och teoretiskt arbete att skriva matriser
som produkter av andra matriser (kallas matrisfaktoriseringar
eller uppdelningar). Nagra exempel illustrerade med sméa
“kryssmatriser”:

X X X X 0 0 X X X

X X X|=|X X0 0 X X

X X X X X X 0 0 X
A L U

L fér “Lower triangular”, undertrianguléir och
U fér “Upper triangular”, §vertriangulér.

Kallas LU-faktorisering. Anvinds foér att 16sa Ax = b-problem.
Matlab-kommando 1u.

For att approximativt 16sa 6verbestimda ekvationssystem
(minstakvadratproblem) anvénder vi QR-faktorisering
(gr i Matlab).

1S

X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X | =]x x x 0 x X
X X X X X X 0 0 x
————
X X X X X X ¥
Q
I.

dir Q #r ortogonal, dvs. QTQ =
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Om A #r en sk diagonaliserbar matris kan vi anvéinda
Matlabs eig-kommando for att berikna:

X X X X X X A 0 O X X X

X X X|=]X X X 0 X O X X X

X X X X X X 0 0 X3 X X X
A X A x-1

A1, A2, A3 dr A:s egenviirden och de tre kolonnerna i X ir
motsvarande egenvektorer. Om A #r en reell och symmetrisk
matris sa kan egenvektorerna viljas ortonormerade varfér X &r
ortogonal och X! = X7,

Singuliiraviirdesfaktoriseringen (i Matlab svd) ir en slags
generalisering av egenviirdesuppdelningen till ickekvadratiska
matriser.

X X X X x X xx|[er 00

X X X X X XX X||0 a2 0|[x x x

XX X|=|xXxXXX||00os||xx x

X X X x x x xx||[0 0 o0]|[xx x

X X X X X X X X 00 0|7
A U p

dir UTU = I, VIV =TI och o1 > o3 > o3 > 0. Faktoriseringen
existerar dven for liggande matriser.
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