Residualvektorn, » = —b,, #r ju ortogonal mot bildrummet.
Bildrummet utgors av alla linjirkombinationer av a; och a; (i
vart specialfall) vilket medfér att a]r = alr = 0.

Vi kan skriva dessa likheter pa féljande form:

aTr aT T T T
0= [a;Tr] = [aé]r:[al ax] 7= ATr = AT(Az — b)

vilket ger oss normalekvationerna:

ATAxz = ATb

rang(A) = n = ATA symmetrisk och positivt definit. Kan 15sa
normalekvationerna med hjilp av Choleskyfaktorisering.

Entydighet?

e om A har linjért oberoende kolonner sa har minstakvadrat-
problemet en entydig 16sning. Matrisen har full rang.

e om A har linjirt beroende kolonner (iir rangdefekt) sa finns
det odndligt manga 16sningar som ger samma residualvektor,
ty tag z € N(A) da giller att A(z + z) = Azx.

Om A har nistan linjidrt beroende kolonner, si dr problemet
illa konditionerat. Normalekvationerna férvirrar konditionen pa
problemet, ett elakt problem kan bli omgjligt att 16sa. Det géller
att K(ATA) = k(A)2. Vi ska dérfor se pa en bittre metod
baserad pa QR-faktorisering.

x = A \ b i Matlab anvinder QR-faktorisering.

Observera att operatorn \ &r &verlagrad. Om A dr kvadratisk
sa anvinds LU-faktorisering, annars anviinds QR-faktorisering.
Matlabkoderna for de tva fallen har ingen gemensam del.
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Varfor vill man ha manga mitvirden? Nagot om statistik.

Antag att vi har modellen b = p(t), diir p &r ett polynom av grad
noll, en konstant, si p(t) = x, dir « ir en skalir. Minstakvadrat-
problemet kan skrivas:

1 by

. by
min|||  |z— |
T H :

1 b,

2

Om vi later e beteckna kolonnvektor av n ettor har vi problemet
min, ||ex — b||2 och normalekvationerna ger oss l6sningen:

n
k=1 bk
efex =€ = g=2=k=t 2
n

sa x dr medelvirdet av bg-virdena.

Antag att b, = 8+ 0, k = 1,...,n, dir B ir det exakta (men
okinda) b-virdet och 8, dr miitfel. Det giller

13 1 & 13
m:;;bk:;;(ﬁ"'ak):ﬂ'f';;&k

vilket ger oss ett uttryck for det absoluta felet:

n

>

k=1

1
o Bl =
n

Antag att det finns § > 0 sa att felen har egenskapen:
—0<6<4 k=1,...,n

Vi kan da begrinsa det maximala felet i x:

e < 1Y jad<s
k=1 nk:l

Detta dr en pessimistisk uppskattning, eftersom maitfel normalt
varierar i storlek och tecken (om vi inte har systematiska fel).

1
n

o~ Bl =
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Medelvirdet av felen &r normalt mindre &n det maximala felet.
Antag att felen, dj, &r likformigt fordelade i intervallet [—d, 4],
4 > 0. Foljande bild (simulering med Matlabs rand) visar hur
medelvirdena

1 n
=" 6y n=1,2,...,40
nk*l

ser ut for 50 mitserier. En heldragen linje visar, for en miitserie:

01 +02 01402493 01+02+03+...4 040

5
LT 3 40

g seey

Fel i medelvardet. 50 métserier.

1 10 20 30 40
Antalet matpunkter

De tva horisontella steckade linjerna markerar maxfelet 14.

Vi ser att spridningen minskar med 6kande antal mitpunkter.
Man kan bevisa att den sk standardavvikelsen minskar som 1/4/n
(de andra streckade linjerna visar +46//n).
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I matematisk statistik (och fysik) formulerar man sig ungefér sa
hir:

med 95% sannolikhet ligger det riktiga viirdet i intervallet

(z— fel, z+ fel) dir fel kan riknas ut. Detta intervall ir ett sk
(observerat) konfidensintervall och sannolikheten, 95%, kallas
konfidensgrad.

Detta siiger att i 19 fall av 20 si kommer det riktiga virdet,
B, att ligga i intervallet.

Mer allmént kan man bestimma en sannolikhet, 0 < p < 1,
dir felet &r begrinsat av fel(p,n,d) (en funktion av p, n och
d). For fixt n, si kommer ett stérre p (siikrare) att ge ett storre
virde pa fel(p,n,d). Man skall tinka pa att felet kan Sverstiga
fel(p,mn,d), eftersom vi arbetar med sannolikheter. Om man
kriver visshet, p = 1, far vi maximalfelet.

Vi kan alltsd viljer mellan en siker, men pessimistisk gréns,
och en realistisk men osiiker.

Bilden ovan dr lite missvisande. Man har inte alltid sa langa
métserier (40 virden). 10-20 virden &r inte ovanligt och ibland
har man kanske bara fem virden. Felet beh6ver inte minska sa
mycket, med andra ord.
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Kort om konditionstal fér LS-problemet (LS = Least Squares)
Antag att = resp. y 16ser foljande problem:
min ||Az —b||; resp. min||(A+ F)y—(b+f)|l

y 8r alltsa 18sningen till ett stort problem.

Vi vill begriinsa ||y — z||2/||z||> i termer av ||F|2/||A||2 och
[1£112/11B]]2-

Att gora detta allmént &r svart. En forsta forenkling &r att anta
att A har full rang och att ||F||; &r tillréickligt liten s att A+ F
har samma rang som A. Hirledningen #r nu avsevirt enklare,
men #nda lite smabesvirlig, sa pa dessa sidor antar vi att F = 0,
precis som vi gjorde nir vi analyserade Az = b-problemet.

Eftersom A har full rang kan vi anvinda normalekvationerna
och fir z = (ATA)'ATb resp. y = (ATA)*AT(b + f).

Losningen till ett vanligt linjért ekvationssystem, Cxz = b, kan
skrivas, £ = C'b, sa det verkar rimligt att betrakta (AT A)~1AT
som en generaliserad invers. Detta gér man, och denna invers
kallas pseudoinversen, beteckna At och kan beriknas med
Matlabkommandot pinv.

AT #r ett matematiskt hjilpmedel och den brukar inte anvindas
for att 16sa minstakvadratproblem i praktiken. Vi ser att A* ir
en vinsterinvers, At A = (ATA)"'ATA = I. Diremot ir inte
A* en hégerinvers, si AA' # I. Man kan definiera A* #ven om
A ir rangdefekt (men da giller inte att AT = (ATA)71AT).

Vi ser att
y—z=AYb+f) - Atb= ATf = |y — |2 < [|AT]|2 || f]]2
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Vi maste fa en undre begrinsning av ||z||2 och anviinder sam-
bandet Ax = by, dir by dr den ortogonala projektionen av b pa
A:s bildrum. Antag vidare att by # 0 vilket medfor att = # 0.
Vi far

[[ballz = [|A2]l2 < ||All2 |||z = 1/|]|2 < ||All2/]|ba|2
Slutligen:

—x
et S Ll atly i
r2(A)
Denna grins liknar den for linjira ekvationssystem. En viktig
skillnad &r att det inte star ||f]|2/]|b]|2-

Lat oss skriva om uppskattningen:

[1B][2 I £]l2
[1ballz 1[8]]2

Om modell och miitdata stimmer vil §verens si kommer ||b||2/||ball2
att vara n#ra ett (kvoten ir alltid > 1), men om modell och

data inte passar ihop si kan kvoten bli stor. Extremfallet &r att

b &r ortogonal mot A:s bildrum i vilket fall b4 = 0 och kvoten

ir odndlig.

lly — |l

< llAll2 [1A*]|2
[]|2

Skulle kvoten vara vildigt stor dr det kanske inte sa meningsfullt
att 16sa minstakvadratproblemet. Stér vi nu d&ven A med F sa
tillkommer ytterligare en term i feluppskattningen och det
visar sig att man &dven far en faktor k2(A) ||bL||2/||bal|2 gdnger
de relativa stérningarna.

Nir vi studerade Az = b-problemet sa vi att ||A||/k(A) dr
normen pa den minsta storning, E, som gér A + E singulir.
Analogt giller for minstakvadratproblemet att ||A||2/k2(A) dr
tvanormen pa den minsta E som gor att A + E #r rangdefekt
(A + E har linjirt beroende kolonner).
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Exempel: 1at €, 4 > 0 vara sma och antag att 0 < ¢ < 7 /2. Sitt;

11 cos 0
A=|0¢€¢|, b= 0 , f=1n
00 sin ¥ 0

Det giller att k2(A) = 2/e. Pseudoinversen blir:

1[e—-10
+ — (AT A)-14T — ©
At = (ATA) A_e[[] 10]

varfér l16sningarna x och y ges av

o {cosd;] L y= [cosw—u/e]

0 ple
och
ly—zll_ - »
[|z|]2 €cos
Det giller att
Wl o _,
o]l 1
och att
[B]]2 1

Var uppskattning stimmer bra i detta exempel:

—x b
lly — |2 < ra(A) [16ll2  [1£ll2
[l|]2 i Uballa [1o]l2
V2 p/(ecosyp) 1/ cos¢p I

Om 1 = w/2 sa #r b niistan ortogonal mot A:s bildrum (¢ &r
i sjilva verket vinkeln som b bildar mot bildrummet) och felet
Skar med (den da stora) faktorn 1/ cos .
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Alternativ till normalekvationerna

Forst ett exempel som visar en nackdel med normalekvationerna.

11 11
A=|0e ,mede>0.ATA=Hgg] 0 e =Hli€z]
00 00

Om 0 < € < \/€maen 54 dr fl(1+ €?) = 1 varfor AT A blir singulér
och AT Az = ATb har inte entydig l6sning. Minstakvadratproble-
met, min, || Az—b||» har dock entydig 18sning s linge som € # 0.

Idé: vi utnyttjar att tvanormen &ir unitirt invariant, dvs.
[|IQAP||2 = ||Al|2, om QTQ =1, PTP =1

forutsatt att P &r kvadratisk (Q behéver dock inte vara
kvadratisk). Speciellt kan A vara en vektor, v sig, sa:

[1Qull2 = [|v]l2

En komplex matris, Q, #r unitiir dd Q¥ Q = I. S4 unitir &r mot-
svarigheten till ortogonal for reella matriser.

Bevis av ||Qv]|2 = ||v]|2. Utnyttja att || - ||2 > 0 och att
QI3 = (Q)"Qv = v"QTQu = v"Iv = v"v = ||v|l;

Sats: Antag att A har linjirt oberoende kolonner. A har da en
QR-faktorisering: A = QR dir QTQ = I och R ir 6vertriangulir
med positiva diagonalelement.

Bevis: Beviset dr konstruktivt (men ger inte en limplig
algoritm). Lat R definieras av ATA = RTR, Choleskyfaktorise-
ringen av ATA. Denna existerar eftersom A har full kolonn-
rang, och R &r Overtriangulir med positiva diagonalelement.
Sitt nu Q@ = AR™!. Inversen existerar och Q blir ortogonal,
ty: (ART)YTAR'=RTATAR'=R T"TRTRR'=1.
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QR-faktoriseringen ovan &r av ”economy size”(som det star i
help qr i Matlab).

X X X X X X

X X X X X x| [x x X

X X X|=|x x x 0 X X

X X X X X X 00 x

X X X X X X |y
A Q

Féljande bild visar den fullstéindiga varianten:

X X X

X X X X X X X X
X X X X X X X X 0 x X
0 0 X

X X X =] X X X X X

X X X X X X X X
X X X X X X X X 000
—_———— —— N—— 000

A Q z -

eller mer kortfattat

A-@.2 [ 7]

Varfor gar detta? Givet en bas, Q, for ett underrum, kan man

utvidga den (med Z) si att man fir en bas for hela rummet.

Vi anviinder nu den fullstindiga faktoriseringen for att 15sa
min, ||Az — b||2.

TA —b
[lAz — bl = || [Q, Z]"(Az — b)||> = H {gTEA:_bg] 2:
Rz — QTb
[ 0 z0 H = [ |Rz — QTb|[2 + [|27bl12 ] > || 27b|;
2

dir minimum antas nir Rz = Q7b.
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Vi behdver inte Z for att 16sa Rz = QTb. Vi behdver inte ens Q
utan endast QTb. Q ir en matris men Q7b ir en vektor.

En av nackdelarna med normalekvationerna &r ju att
k(ATA) = k(A)2 Man kan visa att kK(R) = k(A).

Hur ska vi berdkna QR-faktoriseringen pa ett bra séatt?
e Klassisk Gram-Schmidt (enkelt men inte si bra). GS.
e Modifierad Gram-Schmidt (mindre daligt). MGS. Lis sjilv.
e Householderspeglingar. Bra!

e Householderspeglingar med pivotering (énnu bittre; tar jag
inte upp). Standardmetoden, anvéinds i Matlab till exempel.

Klassisk Gram-Schmidt via exempel

Lat oss se pa ett exempel dir A har tva kolonner: Gor foljande

ansats:

[ﬂl 112] =[41 QZ} [Tl’l 7‘1,2]
T ———

0 72
R
Vi ser att a; = g171,1 sa att ||ay||2 = ||q1]|2 |r1,1]- Men ||gi]|z =1
och vi kan vilja 717 > 0 s& att 71,1 = ||a1]|2 och g1 = ai/71.1-

Med andra ord: ry; dr lingden av a; och gq; dr den vektor man
far nir a; normeras.

Nu till nésta kolonn. a; = q171,2 + q272,2- Vi far:

qfas = qTqim12 + g g2 22
\1’_/ Y
Alltsd &r r1p = qlTag. Notera att az — qi1712 = @ar2,2 och q; &r
ortogonal mot g;. Vi kan betrakta r; som det virde som gor
az — qi71,2 ortogonal mot q;. vz dr lingden av a; — q171,2.
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Hir ett numeriskt exempel:

10 1/V2
A=100|, m1=v2, q=a/r,;= 0
11 1/v2
0
re=qa;=[1/vV2 0 1/v2]|0| =1/V2
1
0 1/V2 -1/2
a; —qir12= | 0| — 0 1/vV2= 0
1 1/4/2 1/2
Notera att denna vektor &dr ortogonal mot q,. Slutligen:
—1/2 —1/v2
T2 =1/V2, = 0|/(1/V2) = 0
1/2 1/vV2

QR-faktoriseringen kan alltsa skrivas:

10 1/vV/2 —1/v2

Lo [1/v2 -1/ [ﬁ 1/¢§]

11 1/v/2 1//2 0 1/v2
S&g att vi vill 16sa min, ||Az — b||» dir b7 = [1, 1, 1].

VE VAT, [ 1/vE 01/
0wl = [ 0 73]

QT

- o[}

a-{»—l»—w—l

Z, som vi inte behdver, ges av

Z=|=41
0
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Householdermatriser (speglingar)

Lat u vara en kolonnvektor och definiera:
Ho1- 2"
uTu
Notera att uu” #r en ytterprodukt (matris) och uTu &r en
innerprodukt (skalir).

Ovning: visa att H = H~! = HT s H #r symmetrisk och
ortogonal och lika med sin egen invers.

H kallas spegling ty H speglar varje vektor i planet span(u)',
ortogonala komplementet till span(u) (mingden av vektorer
ortogonala mot u). Ovning: visa detta. Lt a vara godtycklig och
sitt @ = au + v dir uTv = 0. Studera Ha.

Pastaende: lat a vara en godtycklig vektor med n element.
Vi kan hitta H sa att element 2,...,n i Ha &r noll.

Anvinder vi standardbeteckningen e; for j-te kolonnen i
enhetsmatrisens giller alltsa att Ha = a e; for nagot a.

Vad &r a? Jo, ||Hal|z = ||aei||2 s& att a = %||a||2-
Hur ser H ut, dvs. hur skall v viljas?

I 2uuT 2ula

ae| = —Z—|a=a—1u

! uTu uTu
~———

H skalar

s& u méaste vara en multipel av a — ae; (observera att uu” /(uTu)
ar skalningsoberoende).

C')vning: visa att © = a — ae; faktiskt fungerar.
Vi tar o = —sign(a)||al|» for att slippa kancellation.
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Vi bildar en H utifran a. Det krdver lite minne och fa operatio-
ner for att bilda Hb, fér en godtycklig vektor b (Ha bildar vi
inte eftersom vi vet att Ha = ae;). Sa hir kan man géra:

1. a = —sign(a1)||all|2-

2. u3 =a; — @, up = ag,k =2,...,n.

3. B = 2(uTb)/(uTu) en skalir.

4. Hb = b — Bu, en linjirkombination av tva vektorer.
Det enda extraminne vi behdver ir u, en vektor.
Punkt 3 kan alternativt skrivas: Skala om u, u = u/||u||>. Note-

ra att H = I — 2uu” med detta u. Hb = b — (2uTb)u. Notera
att vi aldrig bildar H.

Att applicera H pa en matris A &r heller inte svart. Antag att
A har tre kolonner. HA = Hla1, as, a3] = [Hay, Hay, Has).

Vi dr nu redo att att berikna den fullstindiga QR-faktoriseringen.

Nir vi riknade ut LU-faktoriseringen multiplicerade vi med Ly-
matriser si att A overfoérdes till 6vertrianguldr form, U. Sa,
Ly_1---LyL1A=U sd att A = (L,_y---LyL;1) U som ger fak-
toriseringen. Nu gor vi ungefir pa samma sidtt med L ersatt av
Hj,. Lat oss anta att A har tre kolonner. Vi kommer att vilja
H], Hz, H3 sa att

R

H3HH: A = { o

] , A= (H3H,H;)™! [13!]
N et
Q2]

Produkter av ortogonal matriser dr ortogonal sa att (H;;HzHl)*1
existerar och &r ortogonal.
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Vi antar att A dr en 5 X 3-matris. Vi boérjar med att vilja H; sa
att Hyia; = a;e;, dvs. sa att H; applicerat pa (-vektorn blir en
multipel av e;. X, O etc. markerar godtyckliga element (som ej
behdver vara noll).

0O x X a; X X
O x x 0 A X
H,|Ox x|=|0 A x
O x x 0 A X
O x x 0 A X

A A

Tag nu H, sa att H, applicerat pa A-vektorn blir en multipel av
e;. Observera att denna vektor har 4 och inte 5 element och att
H, &r en 4 X 4-matris. Vi multiplicerar givetvis inte med ettor
eller nollor utan arbetar endast med element under linjen och i
andra och tredje kolonnen. Jag har bytt beteckningar sa& Hs och
H3 dr inte samma matriser som pa foregaende sida.

a; X X a; X X
11 o 0 A X 0 ax X
o H 0 Ax|=]0 0 o
2 0 A X 0 0 o
0 A X 0 0 ¢

A A1)

Vi véljer nu H3 som applicerat pa o-vektorn blir en multipel av
e;. Observera att denna vektor har 3 element och att H; dr en
3 X 3-matris.

a; X X a; X X
10 0 0 a X 0 ay X R
01| 0 0 0 X|=]0 0 o3| = [T]
00| H; 0 0 X 0 0 O
0 0 Xx 0 0 O
A®) AB)
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Vi sammanstéller och far:

10| 0
01| 0 [(1) Ig]Hl A:[lﬂ
00| H; 2
H
sa att R R R
— —1 — T —
e 3] [3] e[ 2]

Q bestar av de tre férsta kolonnerna i HT och de resterande tva
bildar Z.

Om vi bara vill 16sa minstakvadratproblemet behdver vi

aldrig bilda Q (eller H) explicit utan det récker att kéinna R och
QTb (vi18ser ju Rz = QTb). S i vart exempel ges R av de tre
forsta raderna i A® och A® har vi ju bildat utan att explicit
bilda H.

QTb utgors av de tre forsta raderna i Hb. Varfor? HT = [Q, Z]

sa att: QT b

Men vi kan ju bilda Hb genom att applicera H;, H, och H; pa b
och sedan plocka ut de tre forsta elementen. Vi behéver saledes
inte @ hir heller.

Notera att vi inte maste spara alla u-vektorer som bildar H-
matriserna heller. I praktiken brukar man skriva 6ver A med R
(plus nollor) s vi behdver inget extra matris-minne.
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Tllakonditionerade problem, regularisering

Tyvérr rdcker inte alltid ovanstdende metoder till. Antag att vi
har beriknat en QR-faktorisering och att R har utseendet (hart
avrundat):

24  —1.7 3.2
R=| 0 1.2-10° 3
0 0 2.3.10710

I detta fall & R (och dirmed A) mycket illa konditionerad.
K(A) =~ 7-10M.

Nir vi 16ser Rz = QTb kommer vi (implicit) att invertera R. De
sma diagonalelementen kommer da att bestimma hur 16sningen
ser ut eftersom R~! kommer att innehélla inversen av dessa
element (bland annat). T.ex. giller att (R )i, = 1/7kg.

Fragan dr nu hur mycket man litar pa de sma 7. Ar de sikra
vérden eller bestar de bara av mitfel och avrundningsfel?

Vi litar nog mycket pa ri;-elementet, det &r ju relativt stort.
r9o tror vi kanske r#tt mycket pa, men 733 = 2.3 - 10~1° kanske
vi tvivlar pa. Problemet &r att 1/r3; i stor utstrickning kommer
att bestimma utseendet pa 16sningen = (om inte b dr vildigt
speciell).

Det sikra viirdet, 2.4 bidrar knappast nagot till 16sningen,
eftersom 1/2.4 &r sa litet. Hur mycket vi litar pa virdena
beror pa miitfel och modell.

Om man tror att ett vdrde helt eller delvis bestar av brus &r
det ingen mening att bara rikna pa. Den 16sning man far fram
dr nog tdmligen meningslés. GIGO = Garbage In, Garbage Out.
Hur kan ett sadant illa konditionerat problem uppsta? Det finns

flera orsaker. Pa nista foljer nagra exempel.
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