Exempel: En olimplig modell. Sig att vi har modellen
b=zt + x>sint

Problemet #r att sint ~ ¢ féor t ~ 0. sint = t — t3/6 + ---.
Vi har dérfér néistan modellen b = (27 + x2)t och motsvarande
minstakvadratproblem har inte entydig 16sning.

Valet av fysikaliska enheter kan orsaka problem. Antag att vi
har modellen b = z; + x3t + z3t? och att A = QR dir R #r
vilkonditionerad.

Ett enhetsbyte for ¢ svarar mot en skalning ot. Sambandet
A = QR 6vergar dad i AD = Q(RD), D = diag(1,0,0?).
Det giller att k(A) = k(R) = ||R||> ||R7}||2 varfor
K(AD) = k(RD) = ||RD]|: [|(RD)||> <
IRz D2 [|R7]]2 [|D7Y||2 = s(R)s(D) = (R) max(c~?, %)

Sa att byta fran t.ex. sekunder till ms kan 6ka konditionstalet
med 108. Lika illa &r att byta till ks.

Vissa problem &r illa konditionerade i sig (redan innan vi gjort
nagon olimplig matematik), det géiller manga sk inversa problem,
t.ex. bildrekonstruktion. Detta anvéinds inom bland annat
kriminologi och astronomi.

Framatriktningen &r da att vi tar ett fotografi, vi avbildar ett
motiv. Den omviinda riktningen (inversen) att rekonstruera mo-
tivet givet ett fotografi som &r suddigt (av rorelseoskirpa t.ex.).
Problemet #r illa konditionerat pga att flera motiv kan passa
ihop med ett suddigt fotografi. En annan viktig tillimpning &r
datortomografi.

Ett enkelt exempel: vi har punkter i planet som vi tror ligger pa
en cirkel och vi vill bestimma cirkelns centrum och radie.
Efter variabeltransformation kan problemet skrivas som ett linjéirt
minstakvadratproblem.
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Vi far en siker bestimning om vi har métpunkter férdelade 6ver
cirkeln. Om punkterna grupperar ihop sig utmed en liten del av
cirkeln, &r problemet att bestimma den illa konditionerat. Om
punkterna sammanfaller finns oéndligt manga 16sningar
(cirklar).

35 35
% =»
3 * 3
=
2.5 * * 25 ‘
2 * 2
=

15 15

* *
1 1
-5 0 05 1 15 2 25 -05 0 05 1 15 2 25

Ibland kan man inte vilja hur man ska mita, utan man far ngja
sig med de data man har. For att kunna fa ett vettigt svar maste
l6sningsprocessen stabiliseras med sk regularisering.

Antag att ||R||z = 1 och ||b||; = 1. N&r R ir illakonditionerad
s& dr ||R7!||; stor vilket medfér att ||z||» blir stor. Ett indirekt
sétt att minska inflytandet av de sma osidkra virdena i R &r att
begriinsa lingden pa lésningen, en enkel variant &r:

min ||Az — b||; med ||z|; < a
T

ett annat sitt dr att &ndra direkt i R. o maste sdttas av den
som loser problemet. Hur man gor detta pa ett vettigt sitt tar
jag inte upp.
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Ett fysikproblem

En kvill fick jag ett mail fran Peter Berntsen, kondenserade
materiens fysik, om ett besvirligt optimeringsproblem. Féljande
sidor #r resultatet av mina férstk att forsta problemets natur.

Svante Arrhenius (1859-1927) dr en av grundarna av den
fysikaliska kemin. Han undersékte (bland annat) hur hastigheten
hos kemiska reaktioner beror av temperaturen. Om t.ex. &mnena
« och B reagerar och producerar &mnet +, si giller (ofta) att:

d[]
= k(T ™[BI"
L = k() [ 18]
dir [ ] betecknar koncentrationen, ¢ dr tiden och T #r absoluta
temperaturen (i Kelvin). m och n kallas ordningar (bida kan

vara ett t.ex).

Arrhenius ekvation (1889) dr en modell for utseendet pa k(T):
k(T) = Ae /BT,

A kallas den pre-exponentiella faktorn, E (ofta skriven E,) &r
aktiveringsenergin och R &r den allminna gaskonstanten.

Arrhenius resonerade sa hiir: For att en kemisk reaktion, mellan
tva molekyler, skall intriffa, si maste rorelseenergin hos
molekylerna uppna en viss niva, aktiveringsenergin E.

Enligt Ludwig Boltzmanns (1844-1906) arbeten (statistisk
mekanik och termodynamik) féljer att antalet kollisioner med
energi > E #r e F/RT g3 k(T) bor vara proportionell mot denna
faktor. Om temperaturen Skar, si blir sannolikheten storre att
molekyler uppnar E varfér k(T) kar.

Arrhenius formel passar till flera andra situationer. Min bok
i fysikalisk kemi nimner frekvensen av syrsors spelande (som
funktion av T'), myrors krypande, dldrandets hastighet,
eldflugors lysande, och hur snabbt man glémmer.

Anledningen att Arrhenius formel passar in, &r att ovanstaende

processer ir kemiska.
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Nu till tillverkning av glas. Det &r intressant att ha en modell
fér beroendet mellan viskositet, b, (av en glas-smilta) och tem-
peratur. Arrhenius modell stimmer inte sa bra. Man noterade
att log b inte var linjér i 1/7T:

E 1

R'T

Gordon Fulcher (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikel
fran 1925, féljande modeller

logb = A— B/T + C/T?

b= Ae Z/PT & logh=1logA —

logb = —A+ B/T +C/T?
logb = —A+ BlogT + C/T?
logb = —A+ B/(T — Ty)*
logh = —A + B/(T + 273)>%
logh = —A+10°- B/(T — Tp)
T ges i °C och log = log;,- Den sista ekvationen fungerade

ritt val. Vogel (1925) och Tammann (1926) publicerade samma
formel, som nu kallas: Vogel-Fulcher-Tammanns modell (VFT),
hir skriven pa en vanlig form:

b= A eF/(T-To) VFET

To = 0 ger Arrhenius modell. Vi har métt b vid olika
temperaturer, T, och vill bestimma parametrarna A, E samt
Tp. Vi har tydligen en ickelinjir modell i parametrarna.

Fulcher anviéinde en grafisk teknik. Forst bestimde han T fran
tre mitvirden. Han plottade sedan log b som funktion av
1/(T — Tp) och anpassade en riit linje till métpunkterna.

Lat oss nu attackera problemet med moderna hjilpmedel.
Forsta idén: formulera problemet som ett ickelinjirt
minstakvadratproblem (jag har tagit bort ,/):
3 /(1-0)]
. _ E/(Tp—To
A’mEl’nTU ; [bk Ae
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De l8sare som anvinds &r iterativa och kriver en startapproxi-
mation och producerar, fsrhoppningsvis, en serie approximatio-
ner som konvergerar mot ett lokalt minimum.

Lésaren stannar nir ett avbrottskriterium dr uppfyllt. Detta kri-
terium baseras normalt pa fordndringen av approximationerna,
fordndringen av funktionen som skall minimeras (objektfunk-
tion, malfunktion) och pa normen av gradienten.

Det #r viktigt med bra startapproximationer. En dalig approxi-
mation kan ge divergens eller konvergens mot ett lokalt minimum
med stérre minimivirde.

Lat oss ignorera dessa rad och starta med en slumpuvektor. Vi
anvinder Matlabs 1sgnonlin f6r det ickelinjira problemet. Sa
hir ser plottarna av métdata och 16sning ut:

0.07

b
log(b)

10

o

i i i i 9
220 230 240 250
T

220 230 240 250
T
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Den dailiga anpassningen beror inte fér stora toleranser i
avbrottskriteriet (man kan skiirpa dessa).

Residualvektorn, med element by — AeP/(Te=T0) har element av
samma storleksordning, ~ 10~%. De relativa avvikelserna #r dock
enormt stora for de sma virdena.

Om vi tror (vet) att alla b-vérden dr givna med samma relativa
fel kan man anvinda vikter, sa att alla mitvirden far samma
inflytande. Om vi viktar med 1/b; far vi problemet:

] n b — A eF/T—To)]?
min Z _

A, E, Ty — by,

Detta fungerar nu inte sa bra, men de sméa virdena kommer i
alla fall med:

0.07

0.06;

0.05f

0.047

b
log(b)

0.03f

0.02

0.017

(]

220 230 240 250
T

220 230 240 250
T
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Felet &r startgissningen. Att gissa gar inte si bra, vi beh&ver
béttre virden.

For att bestimma startapproximationer av parametrarna,
skriver vi om det ickelinjiira problemet som ett linjért
problem. Detta gar givetvis inte alltid.

Logaritmera VFT:

logb =

log A
T—Tg+ 0g

Multiplicera upp T — T och samla ihop termerna:
Tlogb=Tylogb+ Tlog A+ E — Tylog A

Lat 3 = Tp, 2 = log A och 3 = E — Tylog A. Det linjira
problemet kan da skrivas:

log bl T, 1 T, log b]

min log‘ b2 1:'2 1 z— Tz IO‘g b2
T H HE H

logb, T, 1 T, log b,

Hir dr Matlabkoden:

n = length(T);

x = [log(b), T, ones(n, 1)] \ (T .* log(b));
TO = x(1);

A = exp(x(2));

E = x(3) + TO * x(2);

Vi anviinder nu dessa virden som startapproximation,
till 1sgnonlin, och far en n#stan perfekt plot:
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0.07F— i ; .

0.06

0.05f]

0.04f

b
log(b)

0.037

0.02

0.01f

220 230 240 250 220 230 240 250
T T

Ett alternativ till vikter, i detta fall, &r att logaritmera
ekvationen. Logaritmen av b-virdena &r:

-2.8350e+00
—4.7892e+00
-6.1521e+00
—7.5369e+00
-8.8262e+00
-9.9547e+00
-1.0892e+01
—-1.1740e+01
—-1.2494e+01

som #r av liknande storleksordning.
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Man léser sedan det ickelinjira problemet, dir det dr limpligt
att ta log(A) som en parameter. Det blir d4 mindre spridning
pa parametrarnas storleksordningar.

n

logguEI‘l, To I; |:10g b —log A —

2
T, — To

Virdena skiljer sig dock inte fran vad det viktade problemet ger.
Har dr en sammanstéllning:

Original Linjart Viktat Symb
A 6.6872e-13 7.0725e-13 7.2491e-13 4.1547e-13
E 1.6081le+03 1.6080e+03 1.6079%e+03 1.6973e+03
TO 1.5118e+02 1.5102e+02 1.5090e+02 1.4880e+02
res 1.9417e-01 1.8218e-01 1.8363e-01 1.7873e-01

dir res dr roten ur summan ovan. Symb-virdena har jag riknat
fram med en egen rutin i Maple (via Matlab). Jag har da kunnat
rikna med ett litet €mach-

Nir Peter fick se detta, sa han ungefir “plottarna ser bra ut,
men jag hade inte viintat mig de parametervirdena.”

Detta kan bero pa att parametrarna dr daligt bestimda av
malfunktionen. Tva enkla exempel:

Exempel: minimera f(z) = 2 och g(y) = y*. Antag vi accep-
terar £ som minimum om f(z) < 1078, g(y) < 1078, Vi far
intervallen —107* < & < 10~ respektive —1072 < y < 1072,

Exempel:

min (z; + z5)*

T1, T2
Minvirdet dr noll, som antas foér alla x; och x; dir ; + ¢, = 0.
Vi har inte entydigt minimum. Malfunktionen ser ut som ett
dike (rénna). Om vi ror oss utmed dikets botten #ndras inte
funktionen virde. Hessianen, H, dr en 2 X 2-matris av tvaor, sa
H 3&r positivt semidefinit (singulir).
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En annan orsak kan vara att vi har fa mitpunkter, nio, i férhallande

till antalet, tre, parametrar. Det hade varit trevligt med, siig 30,
métpunkter. Tyvirr tar redan nio métpunkter ett dygn att
producera. Mitfel paverkar ocksa resultatet.

Hé&r kommer en bild som visar varfér parametrarna &r illa bestimda.

Lat oss plotta foljande funktion f6r, fizt Ty (det optimala virdet),
som funktion av A och E.

n

B 2y 1/2
f(A,E):{Z [logbk—logA—m} }

k=1

Fixt TO

NN
N
MR

N T

\
NHTTHTHit

Grafen ser ut som ett dike. Ovriga kombinationer, fixt A
respektive fixt E ger liknande plottar.

Ett annat sitt att forsta problemen &r att studera
9%

Taylorutvecklingen av kvadratsumman, residualfunktionen r:

n 2

r(log A, E,T,) = Z [log b, —log A —

= T, — To
Om (log A, E, T,) &r optimal (Vr(log A, E, Ty) = 0) sa giller att:
d*Hd

’I'(lOgA + 610gA’E + 0p, Tp + 61‘0) = T(‘;logAa E, TU) + —2 + e

dir dT = [10g 45 05, 01y] och H #r Hessianen av r.
H:s minsta egenviirde &r A = 2.6 - 1077, vilket innebiir att om vi
gar ut fran optimum i egenvirdesriktningen, d (dvs. Hd = A\d),
sa dndrar sig knappt funktionen, dvs.

d"Hd = d"Ad = \d"d ~ 2.6 -107" d"d.
Jamfor med r(log A, E, Ty) ~ 3.2 - 10~2. Har &r d*:

—-5.9815e-03 9.9969e-01 -2.4039e-02

Féljande plot visar r(log(A) + ady, E + ad;, Ty + ads) som
funktion av a. Vinstra bilden dr funktionsvirdet och hogra av-
vikelsen fran det minsta virdet. Observera att det &r olika
o-intervall. De streckade linjerna markerar a = 1 och A.

_. OBS:annat a-intervall
0.05 7 10 i

0.048

0.046

0.044

0.042

r = min(r)

0.04

0.038

0.036

0.034

0.032

-100 0 100
a
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Egenvektorn dr tangent till den bla kurvan i den plot TE kom-
mer att visa nu (den tar sa stor plats att den inte &r inkluderad
i dessa sidor).

Nu nigra ord om stérningsteori. Antag att vi har en parameter,
x, och modellen b, = f(z, ;). Antag att vi endast har osiikerhet
i bi. Vilken osékerhet ger det i ? Definiera

r@) = 1 (Flarte) — be)?
k=1

Villkor fér minimum #r att »/(x) = 0, dvs. (f’ &r derivatan med
avseende pa x):

0=> (f(mte) — bi)f'(zsts) (1)

k=1

Vi behdver r” senare, och den blir (jag slutar skriva ut (z,)):

@) =3 (F)+ 1 - bef”
k=1
Antag att  beror av b, si modellen ser ut som b = f(z(b), )
och vi &r intresserade av xgj. Vi deriverar (f) med avseende pa
b; och far (9 &r Kroneckers delta):

—_ ! ’ ", 0 . ’__ "o ” / ’ .
0—; f'ey f' + £, — Sinf’ — by, = v () 2, — f'(2,t;)

sa ,

o -f (:L', t.i)

b — r(x)
Antag att b; har osikerheten §,,. Osikerheten i z far vi med
Taylorutveckling:

Az = x(by + Obys -« -, b + Fb,) — 2(b) = 2 8, + ...+ &, =
f(xyte) dpy + -« - + F' (25 15) Ob,, _ 2?21 I'(zyt5) ij

’I'”($) 'I"”(E)
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I vart fall har vi tre parametrar, , y och z, sig och man kan da
visa (6vning) att med

n

’I‘($) = %Z (f(w!y’ Zy tk) - bk)2

k=1
sa blir
T;:,z T,zly T,:lz m;’j f;(zvyyzatj)
yj,:::c i,ljy yj,::z yéj = f;;,(m’ Y, 2, tj)
zz 'zy 'zz zb]- fz(:c,y,z, t])

dir andraderivatsmatrisen dr Hessianen, H. Alltsi giller att
osdkerheten i parametrarna ges av:

A ot -1 f’(z 2 t-)
T zz ‘zy T2 n 2\ Ly Ys 2, L

~ " " "
Ay | = Tye Tyy Tyz
Az TI/ ,rll TI/

zz "zy 2z

Z f;!(ma Y, 2, tj) 51,]. (i)
J=1 f;(z’yvz7tj)

Ovningar: vad ger ovanstaende for en linjdr modell?

Om man anpassar (}) till vart problem (med den logaritmerade
modellen) si stimmer formeln utmérkt. Lt W vara matrisen

8.0 -0.8 —-5.1 —63 —-5.4 -—-3.1 03 44 8.9
—1439 79 835 1068 940 562 11 —656 —1400
374 —0.2 —19.2 —25.4 —22.9 —14.3 —1.5 14.2 31.8

da ar
AA/A &b, /b1
AE ~W i
ATO Opy/bo
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Man kan siiga mer om detta problem, med det kréver
matematik och matematisk statistik som vi inte har gatt igenom.
Fragan dr dock om man inte borde arbeta vidare med
modellen. Residualvektorn ser inte speciellt slumpmaissig ut.

I foljande bild har jag ritat log by — log A — E/(T}, — Tp) som
funktion av 1/(T},—T;p). Méitdata kommer fran en annan métserie.
Den steckade linjen i#r en anpassad sinuskurva.

residual efter optimering

(M)

0.051 ; . ol

0.005 0.01 0015 0.02 0.025
EAUER A

Avslutningsvis: detta &r ett vanligt problem. Hir resultat fran
Google:

arrhenius "least squares" 160,000 tradffar

"arrhenius equation" 371,000
"vogel-fulcher-tammann" 3,340
"vogel-fulcher-tamman" 1,610

94

Ickelinjéra ekvationer
f(z)=0, f:Ro>R

Vi kan ocksa ha system av ekvationer:

f(zyy,2) =0
g(:c,y,z) =0
h(z,y,z) =0

Exempel:
224+y2—2=0
z—y=0

med rétter (1,1) och (—1,—1).

En ickelinjir ekvation kan ha 0,1,2,3,...,00 lésningar.
Ett linjéirt problem (Az = b) har 0,1 eller co manga.

Det kan tinkas att f dr definierad via en procedur.

f(z) = /_2(1 +t)e "sint dt

Flertalet metoder:
e Startas med en (eller flera) approximation(er).

e Skapar en sekvens av approximationer som férhoppningsvis
konvergerar mot nollstillet.

e Kan divergera.

o Forsoker att hitta ett nollstille at gangen.
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Halveringsmetoden (bisektionsmetoden)

Givet en kontinuerlig funktion f och p,n € ® med f(n) < 0,
f(p) > 0.

while |n — p| > tol do
m = (n+p)/2
if f(m) < 0 then ! borde ta hand om exakt likhet ocksa
n=m
else
p=m
endif
end

Om begynnelseintervallet har lingden 7 har intervallet lingden
T
2k

efter k iterationer.

Halveringsmetodens férdelar

e konvergerar alltid
e ricker att f &r kontinuerlig
e far ett intervall dir roten ligger

e deterministisk i antal steg

och nackdelar
e kan ej generaliseras till system
e langsam

e kan vara svart att hitta p och n

“langsam men siker”
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Snabbare metoder: 16s ett svart problem genom att 16sa en
sekvens av enklare problem.
Linjdrisering, approximera f med en linjér funktion.

ny approximation

f(x)

Sekanten (den réta linjen) har ekvationen

yioy = 1O~ 1@

varfor c ges av

(x—a)+ f(a)

b—a  _af(b)—bf(a)
)= f(@) ~ F0) — f(a)

e=a-f(a)

Iterera: givet tva startvirden zg, z;
LTr—1 — Tk

kR TR k=1,2,...
F(@r-1) — f(zr)

Try1 = Tk — f(xk)

Om f ar linjir ger detta nollstéllet i ett steg.
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Exempel: f(z) = z® — 2z — 5.

10°

Sekant och halvering. x®-3x-5=0. [0, 3]

|xk—root|
&

10 20 30 40 50
iteration

Sekantmetoden konvergerar i en iteration om funktion #r linjir,
ett faktum som anviints i flera hundra ar.
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‘A discussion of sheep’ is a problem taken from Robert Record’s
“Grounde of Artes” (London, 15427).

There is supposed a lawe made that (for furtheryng of tyllage)
every man that doth kepe shepe, shall for every 10 shepe eare
and sowe one acre of grounde, and for his allowance in sheepe
pasture there is appointed for every 4 shepe one acre of pasture.
Nowe is there a ryche shepemaister whyche hath 7000 akers of
grounde, and would gladlye kepe as manye sheepe as he myght
by that statute. I demaunde howe many shepe shall he kepe?

Fyrste I suppose he maye kepe 500 shepe, and for them he shall
have in pasture, after the rate of 4 shepe to an acre, 125 akers,
and in earable grounde 50 acres that is 175 in all, but this errour
is to litell by 6825. Therefore I gesse agayn that he maye kepe
1000 shepe, that is in pasture 250 akers, and in tyllage 100 akers,
which maketh 350, that is to lytle by 6650.

These bothe erroures with theyr positions I sette downe as you
see, and multiply in crosse 6825 by 1000, and it maketh 6825000.
Then I multiply 6650 by 500, and it doth amount to 3325000,
which sum I do subtract out of the fyrst, & there remaineth
3500000, as the dividende. Also I doo subtract the lesser errour
out of the greater, and so remayneth 175, by which I divide the
said dividende, and the quotient will be 20000, so that I see that
by this rate he that hathe 7000 acres of ground may keepe 20000
shepe: & therby I conjecture that many menne may kepe so ma-
ny shepe: for many men (as the common talke is) have so many
acres of grounde.

The ’equals’ symbol =’ appears in Recorde’s book “The Whets-
tone of Witte” published in 1557. He justifies using two parallel
line segments “bicause noe 2 thynges can be moare equalle”.
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Problem 12, kapitel 7 i “Nio kapitel om matematik”.
(1 ctn = 75 chi)

Two rats gnawing towards each other

Jin you héng hou wi chi, Now let there be a wall of

liang sha dui

Da shi ri yT chi,

. x L e o
xido shii yi ri yT chi,
Da shii ri zi bei,
xiao shu ri zi ban,

Wen
ji hé ri xiang

ge chuang ji hé.

DA yue:

ér ri shi qi fen ri zht ér.
Da sha chuan

thickness 5 chi,

two rats gnawing towards (each other).

The big rat gnaws on the first day 1 chi,
the small rat also on the first day 1 chi.
The big rat gnaws everyday twice itself,
The small rat gnaws everyday half itself.

chuan.

Question:
(In) how many days (do they) meet,
how much has each one gnawn?

féng,

The answer says:
(In) 2% days.
The big rat has gnawn

san chi si cun shi gt fén cun zht shi ér,

xiao shu chuan

3 chi 4% cun,
the small rat has gnawn

y1 chi wi cun shi g1 fén cun zht wa.

Shii yue:
Jia ling ér ri,

bl zd wi cun.
Ling zhi san ri,

c 15 s
1 chi 15 cun.

The rule says:
Assuming 2 days,
the deficit is 5 cun.
Let it (be) 3 days,

you yu san chi T ctin ban.

there is 3 chi 7% cun in excess.
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Newtons metod

Kan approximera med tangenten i stéllet for med sekanten
(Newton-Raphson, 1690).

tangent

startpunkt, (a, f(a))

f(x)

/c ny approximation

Tangenten har ekvationen:

y = f(a)+ f'(a)(z — a)

Niérxz=cédry=0

eea_d@
f'(a)
Tterera
LTr+1 = Tk — f(mk)
F(zw)

Kriver endast ett startvirde, men maste ha derivatan.
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Exempel: Newtons eget exempel 23 — 2z — 5 = 0.
Iterationen blir

z2—2zk—5

Le+1 = T — 322 — 2

I bilden nedan har vi testat med de tva startvirdena x, = 0
respektive zo = 3.

Newton, sekant, halvering. X -2x-5=0. [0, 3]

| X, = root |

iteration

Startvirdet viktigt! (roten = 2.0946)

Hur skall vi karakterisera de olika konvergenshastigheterna?
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T —z*
Om f(z*) =0 och lim [

= C konstant < oo
k— o0 |zk —_ m“|"

sa siger vi att metoden har konvergensordning r

eom r =1 och C < 1 sa har vi linjir konvergens

e om 7 > 1 si har vi superlinjir konvergens

e om r = 2 si har vi kvadratisk konvergens

Vad innebér r» = 1?7 Om x, ligger tillréckligt nir z* sa géller att:
|z1 — 2*| = Clzg — z*|, |z2 — z*| = C|z1 — 2*| = C?|zp — 2|
Dvs. |z — z*| = C*|zo — z*|

Exempel: |zx41 — ¢*| = C|zr — x*|". Antag att |zo — z*| = 0.1
och C = 0.1, d& &r |z — z*|:

linjar superlinjar kvadratisk
k r=1 r = 1.618 r=2
0 le-1 le-1 le-1
1 le-2 2e-3 le-3
2 le-3 6e—6 le-7
3 le-4 3e-10 le-15
4 le-5 5e-17 le-31

Normalt (nira l8sningen for sekant och Newton) &r:
e Halveringsmetoden linjir med C = 0.5.
e Sekantmetoden superlinjir med r = (1 + v/5)/2 ~ 1.618

e Newtons metod kvadratiskt konvergent (om enkelrot)
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Exempel: 16s med Newtons metod och halveringsmetoden
mm—a:O, a = 10"

Anviind det urusla startviirdet a ([0, a] fér halveringsmetoden).
Uruselt eftersom z* = 10.

Halveringsmetoden och Newton
10% ; ; :

|10 - xkl resp. |pos - neg|

=
o

0 50 100 150 200 250
iteration
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Konvergensordningen dr definierad som ett grinsvirde. Det kan
kridvas manga steg innan x;, ligger s nira x* att den kvadratiska
konvergensen sitter igang.

Om den kommer igdng. Bade Newtons metod och
sekantmetoden kan divergera. “Snabba men osikra.”

Hybridmetoder: anvind “dyra” Newton dir det lonar sig och
en billig metod fér Svrigt.

Vilken metod &r billigare, Newton eller sekant?

Sekantmetoden kriver ett funktionsvérde i varje steg.
Newton kriver bade ett funktionsvirde och en derivata men
konvergerar snabbare (nira nollstillet).

Vi dr normalt inte intresserade av att minimera antalet
iterationer. Det viktiga dr det totala kortiden och
minnesbehovet.

e fa komplexa iterationer

e manga enkla iterationer
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Den metodoberoende feluppskattningen

Givet approximationen & och det exakta virdet z* hur skall vi
uppskatta |& — x*|?
Det vi kan berikna dr “residualen” f(&).

Medelvirdessatsen:
f@) =f(=@") + (@& —z")f'(§), &€ (&)
Antag att f/(¢) &r kontinuerlig med M = min |f'(¢)|, ¢ € [#,2*].

Om da M > 0 giller att:
| —z*| < |f(@)|/M

M kan vara noll. Tag f(z) = z? (s nollan &r dubbelrot).
D4 dr bade f(0) = 0 och f(0) = 0.

Exempel:

f(z) =1/ —1/10, & =11, f(&) =1/11—1/10= —1/110,
[1/11—1/10]

’ _ 2 P
F©=1/€, |8 et < P =11

f #r stringt avtagande med f(9) > 0 och f(11) < 0 varfor (9,11)
innehaller precis en rot. Beloppet av derivatan &r 1/z2 som &r
stringt avtagande. Det minsta virdet pa derivatan, i intervallet,
#r darfor 1/112.
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Avbrottskriterium

I sekantmetoden far vi inte en sekvens av intervall som innehaller
roten. Metoden kan ju till och med divergera. Sa, hur vet vi nir
vi skall avsluta iterationen? Vi har ett avbrottskriterium som
kontrollerar:

e k, for att undvika oéndliga loopar (divergens, eller for sma
toleranser)

® |z;—xx_1|, borde ga mot noll vid konvergens, men litet virde
kan betyda att det gar langsamt

® | f(xx)|, noll i 18sningen (ténk ocksa pa |f(xx)|/M)

Forsta forséket: avsluta om (V = eller):

k> mazit V |op—xp_1| <tol, V |f(xx)| < toly

maxit (max antal iterationer), tol, och tols ges av anvindaren.
Man kan givetvis kréva att |z, — zp—1| < toly & |f(zx)| < toly.
Inte skalningsoberoende: 10°f(xz) = 0 borde helst fungera lika
bra som f(z) = 0. Motsvarande fér f(10°z) = 0. Toleranserna
maste skalas efter problemet.

Andra forsoket: avsluta om:

k > mazit V |z — xp_1| < tolg|ze| V

|f (k)| < tols|f(wo)]

Fungerar inte om z, = 0. Vi skulle kanske kunna uppskatta
derivatan for att fa nagot i stil med |z — z*| < |f(2)|/M.

Det ir inte enkelt att utforma ett sikert och effektivt
kriterium. Ett kriterium gar alltid att lura eftersom vi endast
kidnner funktionen (och kanske derivatan) i ett #ndligt antal
punkter. Det finns odndligt manga funktioner som gar genom
dessa punkter.
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Newton for system
Repetition av Taylors formel.
|:f(a+ h,b+ k)] _ [f(a, b)] N Bfg;,b)h + Bfét;,b)k -
g(a+h,b+k) g(a,b) R R T I
[ f(a,b) ] oLy S0 [ h} .
g(a,b) 39(.(;:5) 6921;;5) k
Matrisen av partiella derivator kallas Jacobianen.
Vi star i (zj,y;) och vill hitta korrektioner, (h,k), si att
f(zj + h,y; + k) =0 och g(z; + h,y; + k) = 0.
Of(xjy;) Of(wj,y;5)
[0] _ [f($j+hvyj+k)] ~ [f(acj’yj)}_k T [
0 g(zj + h,y; + k) 9(zj, ;) olegu) 7‘99(2{!"”")
J(@jy;5)

Om Jacobianen, J, ir ickesingulir kan vi fi de approximativa

korrektionerna:
h _ T, Y
[ ] ~ —J Yz}, ;) [f( ”yJ)]

k 9(z;,y;)
Iterera!
ziv | _ (@] _ peag [f(zj,yj)]
[ym [yj] (@5>3) a(xj, y;)

Jamfor med det skalidra fallet:

zjy =z — f(25)/f(x5)
Vi rdknar naturligtvis inte ut inversen utan l6ser systemet:

J(z5,y;) {Z] == [:;g;:z;;
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h
k

|




z24+9y2—-2=0

E 1:
xempe! {my—%:ﬂ

f(my)=a’+y* -2

Vara funktioner &r alltsa: { 1
g(z,y) =zy — 5

Newtons metod blir:
-1
oal=[n]-0) [t
Yji+1 Yj Yi Ty TiY; — %

Om vi startar med zo = —3 och yo = 10 sa far vi foljande
approximationer:

—-3.0000e+00 -1.4121e+00 -5.4236e-01 -1.4188e-02
1.0000e+01 5.1264e+00 2.8033e+00 1.8081e+00

2.7380e-01 3.5877e-01 3.6597e-01 3.6603e-01
1.4593e+00 1.3733e+00 1.3661e+00 1.3660e+00

3.6603e-01 3.6603e-01 3.6603e-01
1.3660e+00 1.3660e+00 1.3660e+00

>> fel =
—-3.3660e+00 -1.778le+00 -9.0838e-01 -3.8021e-01
8.6340e+00 3.7603e+00 1.4373e+00 4.4208e-01

-9.2230e-02 -7.2583e-03 -5.1931le-05 -2.6966e-09
9.3297e-02 7.2586e-03 5.1931e-05 2.6966e-09
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Om man arbetar med stora system kan man inte ha variabler
x,Y, 2, w,... utan vi far anvinda vektorer, analogt for
funktionerna.

Exemplet kan skrivas pa féljande vis. & och y far vara elementen
a1 respektive x, i vektorn (kolonnmatrisen) .

224+ zZ—-2=0
E]ﬂz-%:ﬂ

Var funktion, f, med tva komponenter ir:

{ fi(xr, ®2) = 23 + @3 — 2

Fa(21, ®2) = @122 — %

Normalt skriver vi bara f(z) = 0 dér f,  och 0 dr vektorer.
f &r alltsa en vektorvird funktion som beror av en vektor.

Newtons metod blir (notera placeringen av iterationsindex):

. . - . -1 - .
[z?“)} _ [m?)} _ [mg’) 2z§’)} [(z?)” (@)? -2

2 ) OO 2z 1

Allmént:
20+ = 20 — J=1(2@) f(2))
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Dyrt och komplicerat att berikna J(x). Alternativ?
Modifierad Newton: Bersikna J(z)) da och da
(inte i varje iteration).

Modifierad Newton

10° + . . ]

.
X —X.
1% x|

-10

5 10 15 20 25 30 35 40
iteration

Differensapproximation av J; slipper berikna de n? derivatorna
explicit. Om f &r given via en algoritm kanske det inte &r mojligt
att berdkna derivatorna. Vilj ett lampligt tal § (se 6vning):

f(z+ de;) = f(x) +dJTe;

eller
. F@+e) = f()
R

J
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Fixpunkter och lite teori

Upprepade tryckningar pa cos-knappen. Tre olika startvirden.

-5.0000e+00 0 2.0000e+01
2.8366e-01 1.0000e+00 4.0808e-01
9.6004e-01 5.4030e-01 9.1788e-01
5.7349e-01 8.5755e-01 6.0750e-01
8.4001e-01 6.5429e-01 8.2108e-01
6.6745e-01 7.9348e-01 6.8143e-01
7.8540e-01 7.0137e-01 7.7667e-01
7.0711le-01 7.6396e-01 7.1325e-01
7.6025e-01 7.2210e-01 7.5624e-01
7.2467e-01 7.5042e-01 7.2742e-01
7.4872e-01 7.3140e-01 7.4689%e-01
7.3256e-01 7.4424e-01 7.3380e-01
7.4346e-01 7.3560e-01 7.4263e-01
7.3613e-01 7.4143e-01 7.3669%9e-01
7.4107e-01 7.3751e-01 7.4070e-01
7.3774e-01 7.4015e-01 7.3800e-01
7.3999e-01 7.3837e-01 7.3982e-01
7.3848e-01 7.3957e-01 7.3859e-01
7.3949e-01 7.3876e-01 7.3942e-01
7.388le-01 7.3930e-01 7.3886e-01

S4, i varje kolumn har vi cos(cos(cos(cos(. .. cos(zg) . ..)))).
Detta kan skrivas pa formen ;41 = cos .

e Iterationen verkar konvergera
o Gor den alltid det?
e Hur snabbt konvergerar det?

e Kan vi anviinda detta till nagot?
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