Om vi far konvergens giller, i vart exempel, att = cosz, dvs.
grinsvirdet dr 16sningen till en ekvation.

>> [x, cos(x), x = cos(x)]
ans = 7.3909e-01 7.3909e-01 0

LAt oss trycka z2-knappen istillet. Vi noterar forst att om zo < 0
sa dr alla efterfoljande virden ickenegativa. Det ricker att
studera ickenegativa virden med andra ord.

Tre olika saker kan intriffa:

1.om 0 < zp < 1, sd konvergerar virdena mot 0.
T.ex. 0.1,0.01,0.0001, ...

2. £y = 1 medfor att vi stannar i ett
3. g > 1 medfér att xr — oo

Punkten ett &r “repulsiv” i den meningen att oavsett hur nira vi
startar ett (om vi inte startar precis i ettan) si stdts vi dérifran.

Nollan “attraherar”. Om |zg| < 1 sa konvergerar foljden mot
noll.

Vi kommer att studera iterationer av typen zy; = g(zx)
(inte enbart “knapptryckningsfunktioner”).

Om z;, konvergerar, x; — x*, gilller att z* = g(z*).

Vi kallar g fixpunktsiteration och z* fixpunkt.

Startar vi i en fixpunkt far vi tillbaks den.

Vi har tva syften med de f6ljande sidorna:

e givet en ekvation, f(z) = 0, hitta en fixpunktsiteration, g,
som har en attraktiv fixpunkt, z*, sidan att f(z*) = 0.

e vi vill forsta vilka egenskaper hos g som ger konvergens
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Newtons metod dr en speciell fixpunktsiteration, ty

Tpy1 = —M Trt1 = g(xx) med g(z):z—f(w)
k+1 k F(@n)’ k+1 k (@)
Om Newtons metod konvergerar mot x* giller i gréinsen att
e f@)
f'(z*)

dvs f(z*) = 0. S fixpunkten &r en 18sning till vart problem.
Nir konvergerar en fixpunktsiteration?
Dvs om det existerar z* sa att z* = g(z*), nir giller att

lim |z, —ax*| =07
k—oo0

1dé: konvergens medfor att felet, |x; — «*|, minskar dvs.
|Zp41 — *| < |zp — z*|, sd 1at oss studera felet.

Tpr1 —* =g(xy) —* =g(x* + a2 — x*) —z* =
9(z") + (zx — ©*)g' (6x) — «* = g'(6k) (zx — 2*), Ok € (T 3")
Sa,
[Zks1 — 27| = 19'(0n)| |ai — 2

Ett steg till:

*l_

[zkt2 — @ = 19’ Orsr)| |Thr1 — 2*] = 19" (6k41)| 19" (6k)| |y — 2
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Alltsa:
[z — 27| = 19'(6k—1)| - -~ |g'(61)] 19’ (B0)] |0 — 27|

Sa om det finns ett tal, A, dir alla |[g'(6x)] < X < 1 far vi
konvergens.
|z, — 2*| < AF|zg — a¥|

Foljande villkor garanterar konvergens:
e x, tillrdckligt nira =*
e g kontinuerligt deriverbar med |g'(z*)| < 1
Den andra punkten medf6r att det existerar ett intervall,

I = [z* — §,z* + §] sddant att |¢'(z)| < A< 1,z € I.

Om vi ser till att starta tillrdickligt ndra z*, sa stannar alla x
kvar i intervallet. Detta medfor att alla 6, € I.

Forsta steget: Om xo € I sa giller att 6y € I, varfor |g’(60)| < A
vilket medfor att z; € I. Induktion!

Normalt linjir konvergens; ju mindre |g'(z*)| desto snabbare

konvergens:
|Tre1 — x|

o Gl
Newton?
oo
m
g@)=1-— (@) = @) (=) _ 0, om z* enkelrot

(f'(z*))?
Innebir (minst) kvadratisk konvergens (inte att det konvergerar
i ett steg).
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Nagra exempel:

g(x) = x? har vi redan analyserat. 1 = g(zi) eller wpy1 = x2.
Fixpunkter? g(z*) = z* eller (z*)? = z* sd z* = 0 eller z* = 1.
Konvergens? g'(x) = 2z och ¢'(0) = 0 sa béttre &n linjir
konvergens g’(1) = 2 divergens.

o =10""2; = 1072, 2, = 1074,.. ..

g(z) = z/2. Fixpunkter: z* = z*/2 sd * = 0. Konvergens?
g'(z*) = 1/2. Linjir konvergens: o = 1,z1 = 1/2,22 = 1/4,....

g(x) = cosz. Fixpunkter: z* = cosz* sa z* =~ 0.739.
Konvergens? g’(z*) = —sinz* och | —sinz*| = 0.674 < 1
sa linjir konvergens.

Lés 22 — 2 = 0. Vi kan ju anviinda Newtons metod, men 14t
oss testa med omskrivningen [z? — 2]/a + = =  och tag

g(x) = [z — 2]/ + z. Fixpunkterna dr rétterna till ekvationen.
Konvergens? ¢g’(z) = 2z/a+ 1. Tar vi t.ex. o = —3 sa far vi riitt
snabb konvergens ty |g’(v/2)| = | — 2v/2/3 + 1| = 0.05719.

> x = 1; for k=1:9, x(k+l)=x(k)-(x(k)"2 - 2) / 3; end

>> d = x - sqrt(2) % editerat

d = -4.1e-01 -8.0e-02 -6.8e-03 —4.0e-04 -2.3e-05
-1.3e-06 -7.5e-08 -4.3e-09 -2.4e-10 -1l.4e-11

>> abs(d(2:end) ./ d(l:end-1))

ans = 1.9526e-01 8.4151e-02 5.9460e-02 5.7326e-02
5.7199e-02 5.7191e-02 5.719le-02 5.7191le-02
5.7192e-02
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Interpolation

Exempel:
Gymnasiet pad “den gamla goda tiden”, riknesticka och tabeller.

Vi vill berdkna +/1.245 och har en tabell 6ver
y = v/t dir t = 0,0.01,0.02, .. .,9.99,10.00.
y-virdena #r givna med fem siffror.

Mer realistiskt, nu for tiden, vore en tabell, tx,yx, k = 1,...,n,
d&r vi av nagon anledning inte kan berikna y(t) for alla ¢
(méttekniska problem, gamla data).

Hur ska vi gi tillviga. I min skoltabell fanns réda tal mellan
y-virdena, differenser, for att underlitta linjir interpolation

t Y

1.22 1.10455

1.23 1.1091 4
1.24 1.1136.5
1.25 1.11804
1.26 1.1225,5

1.27 1.1269,4
44 i 1.1180,, ska tolkas som 10%(1.1180 — 1.1136). S&

1.245 — 1.24

V1.245 =~ 1.1136+
1.25 — 1.24

0.0044 = 1.1158, fel ~ —4.3-107¢

Andra tillimpningar som nyttjar interpolation dr kvadratur
(integration), 16sning av randviirdesproblem, férenkling av
funktioner, hérledning av metoder (t.ex. sekantmetoden).
Allmént har vi (tx,yx), k=1,...,mmed t; < t2 < -+- < t, och
vill hitta en funktion (polynom i denna kurs), p, si att

p(tk) = yk, k = 1,...,m. Ibland ligger man dessutom krav pa
derivator, sk Hermite-interpolation.
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Lat oss anta att det finns en bakomliggande funktion, f,
(i exemplet Ve ) som vi vill interpolera. Denna funktion ir inte
alltid kind.

Vi kinner y;,y2 som &dr approximationer av f i tva punkter
t1 < ta, y1 = f(t1) + 61 samt yo = f(t2) + d2 och vi vill
approximera f(t) dir ¢t; < t < ta.

Vi bestimmer nu interpolationspolynomet, p, som uppfyller
interpolationsvillkoren: p(t;) = y; samt p(t2) = y». Tva villkor
bestimmer en konstant- eller en linjir funktion sa vi kréver att
p har grad < 1. Ansétt p(t) = x1+ x2t, vilket ger f6ljande linjira
ekvationssystem:
{ T1 + Tats = Y1 { 1 = (t2y1 — t1y2)/(t2 — t1)
1+ Tats = Yo z = (y2 — y1)/(t2 — 1)
sa att
byi—tiy:  Y2— Y1 Y2 — Y1
t) = t= t—t
p(t) PR— +t2—t1 Y1+ ( 1)152_t1

Observera att den andra omskrivningen direkt svarar mot
tabellrikningen. Felet p(t) — f(t) kan skrivas enligt:

F(t2) — f(ta) + 62— 8

p(t) — f(t) = f(t1) + 01+ (t —t1) P —f(t) =
F(t2) — f(ta) 5y — 0y
Ft) + (= tl)ﬁ —f(t)+ o1+ (t— tl)t2 _—y

ps(t) ps(t)
Lat oss infora de tva polynomen py och ps; sddana att

Pr(t1) = f(t1), pr(tz) = f(t2) resp. ps(t1) = 01, ps(tz) = 2. Da
ar tydligen p = py + p;. Detta kan man direkt se fran det linjéra
ekvationssystemet, 16sningen x beror ju linjirt pa hégerledet.

p(t) — () = ps(t) + ps(t) — F(t) = ps(t) — F() +Ps(?)
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De tva delarna i felet kan tolkas som fsljer: ps(t) — f(t) anger
hur vél py approximerar funktionsvirdena om de hade varit
utan fel. ps(t) svarar mot felet i tabellviirden.

Lat oss nu uppskatta felet e(t) = f(t) — ps(t) (denna hirledning
kan ritt enkelt generaliseras till polynom av hégre gradtal). Vi
antar att t # t1,t2 ty e(t1) = e(t2) = 0. Infor
—t —t
(z—t)(z —t) e(t)
(t—t)(t—t2)
dir vi betraktar ¢ som en fix punkt, g beror alltsa av z. Det giller
att g(¢t;) = g(t2) = 0 och dessutom #r g(t) = 0. g har alltsa tre
distinkta nollstiillen varfér, enligt medelvérdessatsen, g’(z) har
tva distinkta nollstéllen. g”(z) har alltsi ett nollstélle, kalla det
0 € (t,t1,t2) (det minsta intervall som innehaller t,t;,t2). Vi
deriverar nu g (med avseende pa z) och far (ty grad py < 1):
2 e(t 2 e(t
N Y0 (1
(t—ta)(t — 1) (t —t1)(t — t2)
Eftersom g”(6) = 0 kan vi 18sa ut e(t) och far
_ 1"
T2

9(z) = e(z) —

= (=) -

e(t)

(t—t)(t —t2)

Antag att vi tar med fler punkter och interpolerar med ett
polynom av hégre gradtal. Kommer felet i approximationen att
minska?

Vi kan férst se pa den allménna satsen: Om p; interpolerar f
fér de n t-vérdena t; < t2 < ... < t, sa giller att
F(6)

n!

F(@#) —ps(t) =

dir 6 € (t, ti,tayeeny t").

(t—t)(t—ta) -+ (t —tn)

n! ser lovande ut, men resten #r inte si litt att bedéma (6 kinner
vi inte t.ex.), s vi ser pa vart exempel i stillet.
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T exemplet kommer inte felet att minska eftersom det ser ut som:
p(t) — f(t) = ps(t) — F(t) + ps(?)

sa #ven om vi kan gora ps(t) — f(t) mindre, sa kommer p;(t), som
svarar mot avrundningsfelet i tabellvirdena, att vara tdmligen
konstant, 1075 — 1075,

Situationen dndras om tabellvirdena hade givits med mindre
fel, anta att §; = 6 = 0. I exemplet hade da felet i approxima-
tionen varit 107® med tva punkter (vart férstagradspolynom),
~ 10~® med tre punkter (andragradspolynom), ~ 107° med
fyra punkter och =~ 10~!2 med fem punkter.

Observera att felet beror pa hur t-punkterna ligger relativt den
punkt dir vi vill approximera f. I exemplet har jag lagt
punkterna symmetriskt kring detta virde.

Sa det kan I6na sig att hoja gradtalet forutsatt att tabellvirdena
inte dr behiftade med fér stora fel. Polynom av héga gradtal &r
dock inte sa ldtthanterliga, mer om detta senare.

Kan vi anvéinda polynomet for att extrapolera (ga utfér [t1,t,])?
Vi vet att |p(t)] — oo nir |t| — oo (om inte p dr konstant), sa
det kan vara vanskligt. Polynom kan vixa snabbt!

Hur passar minstakvadratanpassning in i detta sammanhang?
Antag att vi anpassar mer én tva (i, yx)-punkter till ett forsta-
gradspolynom. Kommer vi da att fa en bittre approximation av
det sokta virdet? Knappast. I bilden nedan har jag anpassat sex
punkter, t;, = 12.2 : 0.1 : 12.7, (“exakta” y-virden) till poly-
nom av grader 1-5 (niir graden #r fem har vi interpolation). Den
lodrita axeln visar |pr(t) — f(t),k =1,...,5 (grad px = k).
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MinKva med 6 punkter och grad 1-5

| fel |

12.2 12.3 12.4 12.5 12.6 12.7

Vi noterar att felet 8kar utanfér intervallet (extrapolation).
Dipparna i felen svarar mot att polynomen interpolerar f i
vissa punkter. I det sista fallet kréver vi detta, i de 6vriga fallen
“rakar” det bli sa. Approximationen ligger knappast helt pa ena
sidan om f eftersom felen kan minskas om approximationen skir
f. Vikan alltsa notera att minstakvadrapolynomet p; svarar mot
ett interpolationspolynom av grad ett. p; interpolerar dock inte
f indgot av tj-virdena.

Varfér anvinder man da minstakvadratanpassning?
Problemstéllningen ér ofta en annan. Modellen och antalet para-
metrar dr givna och man vill fa en sa siker bestimning av para-
metrarna som mdojligt. I polynomapproximationen ovan éndrade
vi antalet punkter och ddrmed @ndrades &ven antalet parametrar
(koefficienter i polynomet).
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Skulle man t.ex. ha tva parametrar och endast anvinda tva
mitpunkter s fir man en mycket osiiker bestimning av
parametrarna.

Det finns en annan typ av approximation dir vi anvinder poly-
nom men inte kriver interpolation. Sig att vi vill approximera
sint (anviinds av olika programspriak, Java, Fortran, C/C++
etc.). P4 en Sundator dr approximationskoden skriven i C (och
atkomlig via www) och den kompilerade koden finns i libm-
biblioteket.

Forst gér man argumentreduktion, man reducerar t si att det
ligger i ett litet intervall kring origo (sin &r ju periodisk). Ju
kortare intervall man har desto enklare blir det att
approximera.

Man kan ocksd utnyttja att sin &r udda. Det visar sig (se min
FAQ pa www) att det ricker att approximera sint,t € [0, 7/4].

P& detta intervall anvéinder man ett polynom, av grad 13, och
med enbart udda potenser. Koefficienterna, x;, ir valda sa att
sin# 2 4 6 8 10 12
max | —— — (1 + 21® + @at? + 23t° + 24t° + 25t + 26t"?)
o<t<w/4| t
minimeras, ett sk minimax-problem. Man vill alltsd minimera
den maximala relativa avvikelsen.

Till skillnad fran Taylorutveckling férs6ker man sprida ut felet
over hela intervallet. Taylorutvecklingar har ett litet fel i den
punkt dir man gor utvecklingen. For att fa ett litet fel 6ver hela
intervallet maste man da ta med onoédigt manga termer.
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Nagra sétt att bestimma interpolationspolynomet

Det star polynomet i bestimd form, detta pga att det alltid
existerar och #r entydigt.

Interpolationsproblemet: hitta ett polynom p med grad hégst
n — 1 sddant att p(tx) = Yk, k = 1,...,n, dir alla (tx,yr) dr
givna och t; <ty < -+ < tp.

Lat oss anta att existensen dr given och studera entydigheten.
Antag att det finns ett annat polynom, g, av grad < n — 1 som
interpolerar data. Det giller da att p(tx)—q(tx) = 0,k =1,...,n,
vilket séiger att polynomet p — g av grad < n — 1 har n distinkta
nollstillen. p — ¢ maste dérfér vara nollpolynomet och p = q.

Polynomet behéver inte alltid ha grad n — 1. Om vi t.ex. viljer
punkterna y; = t2,k = 1,...,10 sa klarar vi oss med p(t) = t>
fastéin n = 10.

Nu till existensen. Den gar att bevisa pa flera olika sitt. Vi kom-
mer att anvinda ett konstruktivt bevis. Antag att vi har n = 3
punkter. Hir foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

(t—t)(t—ts) ~ (E—t)(t—ts) (t—t)(t—t)

PO = ) — 1) s — ) (2 — ) T Pt — ) (85 — )
En férdel med denna form pa polynomet dr att det dr litt att
stilla upp och den kan vara anvindbar vid teoretiskt arbete.
Formen ldmpar sig dock inte sa vil fér numeriska berdkningar
(ménga operationer). Det finns ocksa risk for under- overflow
om man inte ténker sig for.
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Ett annat siitt att konstruera polynomet dr att sétta upp ett
ekvationssystem som vid gjorde i det linjira fallet. Sa vi ansétter
p(t) =1+ zot + x3t2. Interpolationsvillkoren ger da problemet:

1t t2 T Y1
1ty t2 T | = | Yo
1 t3 t2 3 Ys

I linjdralgebrakursen brukar man visa att en sadan matris, en
Vandermonde-matris, dr ickesingulir om alla ¢t-virdena ir
distinkta.

Detta system ir lditt att formulera men relativt dyrt att 1osa
(kubisk kostnad) men det finns snabbare metoder som utnyttjar
matrisens speciella utseende. Det &r dock billigt och stabilt att
berékna p(t). Man anviinder normalt Horners metod fér detta.

Exempel med n = 4:
1 + $2t + $3t2 + :134t3 =T + t((E2 + t(IE;; + t(E4))

Detta skrivs lampligen i en loop, men har jag anviint sekventiell
kod: p = x4, p = @3 + tp, p = T2+ tp, p = x1 + tp. Detta kriver
n — 1 + respektive *.

Man kan se Vandermonde-hirledningen som ett speciallfall av
féljande. Vi ansitter

P(t) = 2101(t) + T20p2(t) + -+ + Ta_1n_1(t) + Tndn(t)

¢ kallas basfunktion och i Vandermonde-matrisen anvinde vi

or(t) = th1.

Ett problem med Vandermondematriser ir att de kan bli
illakonditionerade.
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Exempel: Antag att n = 4 och tag t-virdena 0.1,0.2,0.3,0.4.
Matrisen kan da skrivas:

1071 102 103
107t 4.1072 8-.1073
21071 9.1072 27.1072
.10~ 16-10"2 641073

o e
=W N

Konditionstalet #r ~ 2 - 10%. Anledningen till det stora kondi-
tionstalet &r att basfunktionerna liknar varandra (kolonnerna
blir niistan linjért beroende).

Ett sétt att fa ner konditionstalet dr att anvinda andra
basfunktioner. Lat oss ta bokens forslag.

t— (ts + t,,)/2>’H

(tn - tl)/z

Pu(t) = (

Den transformerade variabeln ligger i intervallet [—1,1]:

et (titt)/2

= (t _ tl)/2 S 1’ te [tlvtn}

Denna transformation leder till det nya konditionstalet =~ 8
i vart exempel.

Det finns ytterligare en vanlig framstillning av interpolations-
polynomet, néimligen Newtons form. Den &r en kompromiss
mellan de tva tidigare. Det &r relativt billigt bade att konstruera
polynomet och att sedan evaluera det. Dessutom dr mdjligt att
ldgga till nya punkter utan att bérja om med polynomberikningen.
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Den allminna formen #r;
P(t) = @rt@a(t—t1)+as(t—t1)(E—ta)+- - -+xn(t—t1)(E—t2) - - - (E—tn_1)
Lat oss se pa specialfallet nidr n = 3.

p(t) =1 + x2(t — t1) + z3(t — t1)(t — t2)

Vi far det undertriangulira ekvationssystemet:

1 0 0 z, Y
1 ta—tq 0 T2 | = | Y2
1ts—t1 (B3—t)(ts—t2) | [ 23 Y3

som ju dr enkelt att 16sa (framatsubstitution). Vi ser ocksa att
det gar att liigga till en punkt (en rad underst i matrisen) och
vi behover inte 16sa systemet fran boérjan.

Exempel: Finn p som interpolerar (1,1), (2,4) samt (3,11).

1) Vandermondes form. Vi ansétter p(t) = @1 + xat + x3t?.

111] [= 1
124 |zx| =1 4
139]|as 11

som har 16sning z = [2, —3, 2|7 varfor p(t) = 2 — 3t + 2t2 eller
p(t) = 2t2 — 3t + 2.

2) Lagranges form:
C—2(-3) | ¢-1DE-3)  (¢-1)({t-2)
PO=1 " a-9 T e-ne-9 T - DE-2)
Forenklar vi detta uttryck far vi (givetvis) p(t) = 2t2 — 3t + 2.

3) Newtons form: p(t) = @1 + @2(t — 1) + x3(t — 1)(t — 2). Los:

1 0 0 @ 1
12-1 0 | = 4
13-13-1)(3-2)] |as 11

sd att © = [1,3,2]T varfér p(t) = 1+ 3(t — 1) + 2(t — 1)(¢t — 2)
som ocksa kan forenklas till p(t) = 2¢2 — 3t + 2.
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Problem med interpolation

I f6ljande exempel interpolerar p(t), f(t) = et i nio punkter.

Interpolation ave
1.2 T : . . .

Det stimmer inte bra och det dr stora fel i intervallets &#ndar.
For vissa funktioner accentueras detta fenomen (Runges feno-
men) nir vi Skar antalet punkter (p behover inte alltid konver-
gera mot f utan felet kan 6ka med Skande antal punkter).

Det &r inte ovanligt att polynom av hogt gradtal svinger
kraftigt nir man anvénder ekvidistant interpolation (samma
avstand mellan tz-viirdena).

Vi kan férs6ka att “halla nere” polynomet i &ndarna genom att
ligga punkterna titare dir. Hir har jag ocksa anvént nio punk-
ter, men de ligger tdtare mot intervallets indpunkter. Polynomet
svinger avsevirt mindre.
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Interpolation ave ~

Vad ir ett bra siitt att vilja punkterna (om vi far vilja)? Lat
oss studera felets utseende igen (vi kan tinka oss exakta data,
sd att py = p):

PR G))

n!

@) —p(t) =

dir 6 € (t,t1,t9,.-.,t,). Antag att |f(™(8)] < M for alla
6 € (tyt1yt2y...,1ty). Vi har da

(t—t)(t—t2) -+ (t —tn)

M
IF(®) = p(O)] < 3 (= ) (t — ta) -+ ( — )]
Lat oss specialstudera funktionen (t — t;)(t — t2) - -+ (t — t,)/n!.

Den viixer snabbt utanfér [ti, t,]. I bilden pa niista sida 4r n = 4
och sedan 11. Extrapolation &r farligt.
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(t-1)(t-2)(t-3)(t-4)/4
2.5 ‘ ‘ ‘ : :

151

0.51

05 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 6

Den kan vara orolig inom intervallet ocksa:

(t - 1)(t - 2) Mt - 10)(t — 11) / 11!

0.011
0.008
0.006
0.0041
0.002f

-0.002f
-0.004[
-0.006
-0.008[

-0.01f
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Den heldragna kurvan, i andra bilden pa féregaende sida,
svarar mot ekvidistanta punkter den streckade (béttre)
utnyttjar Chebyshevpunkterna. Dessa punkter har egenskapen
att gora det maximala virdet av |[(t — t1)(t — t2)---(t — t,,)| s&
litet som mdjligt.

Sats:
_max, [t = t1)(t —t2) - (t — tn)|
minimeras da
2k —1)m
ty,=—cos |———|, k=1,2,...,n
2n

Det maximala vérdet pa |(t —t1)(t —t2) - - - (¢t —t,,)| 4r d& 1/2"71.

Nér ¢ ligger i ett annat intervall, [o, 8] ség far vi géra en linjir
avbildning av Chebyshevpunkterna till detta intervall. Vi ser att

B—a o+
2 [_1’ 1]+

B
2 =l Al
sa de transformerade Chebyshevpunkterna blir
B—a {(Zk—l)w] a+pf
— cos —+
2 2n 2

I bland &r det &nda problem. Det kan ténka sig att M,
begriinsningen av |f()(0)| ej existerar. Exempel: f(t) = v/t pa
intervallet [0,3]. Redan f’(0) dr ju obegrinsad, man siger att
derivatan har en singularitet. I vissa fall visar sig singulariteten
forst i hogre derivator (ex f(t) = t%/2).

Pa niista sida visas felet vid interpolation av vt,t € [0,3] for
dkande n. Chebyshevpunkter ger obetydligt bittre resultat.
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Interpolation av sqrt(t). Iogm|p(t) - sqri(t)|

Hir inzoomat:

Interpolation av sqrt(t). log,g[p(t) - sart()]

-0.1 0 0.1 0.2 03 0.4
t

Anledningen till att det inte konvergerar vid ¢ = 0 #r att /% dir
har lodrit tangent, nagot ett polynom aldrig kan ha.
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Om en funktion har n + 1 antal kontinuerliga derivator sa kan
den utvecklas i en Taylorutveckling:

f'(a) f"(a)

F(t) = f(a)+T(t_a)+T

£ (a)

n!

(t—a)’+- -+ (t—a)™+R(t)
dir resttermen R(t) = c(¢)(t — a)"*', ¢ € (a,t) och |c(¢)| &r
uppat begrinsad. Detta innebir att en sddan funktion (som har
Taylorutveckling) liknar ett polynom pa ett tillriickligt litet
intervall.

Om inte alla f®)(a) = 0,k =0,...,n kan vi géra R(t)
godtyckligt liten jimfort med resten av Taylorutvecklingen,
genom att ta |t—a| tillréickligt litet. Pa ett stort intervall behéver
inte funktionen likna ett polynom.

v/t har ingen Taylorutveckling kring @ = 0. Diremot har ju
V/t en utveckling kring alla @ > 0 och det &r inga problem att
approximera funktionen fér positiva t.

Man kan naturligtvis approximera med annat #n polynom.
Exempel: Approximera f(t) = (sint —1)/(cost — 1) kring t = 0.
Problem, i detta fall har ju f (inte bara derivatorna) en
singularitet. Kan anvéinda rationell approximation (Padé).

sint —1 12 — 12t +t> +¢3

R, Rt)= Lt

cost—1 612 120
S4 for t ~ 0 och med r(t) = (12 — 12t + t2 + t3)/(6t?):
f@&)—r@®)| _|R@®)| _
@) 1 fm] T 240
Ett annat alternativ dr att anviinda en generaliserad potensserie:

f(t)_2 2+1+t+t2 + t3 + t4 +
T8 ¢t 6 6 120 360 3024
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Splinefunktioner

Polynom av hdéga gradtal &r svarhanterliga men har samtidigt
lokalt goda approximationsegenskaper. Dessutom &r ju polynom
“trevliga” funktioner. Enkla att beskriva, lagra, berikna, inte-
grera, derivera etc. Sa en vanlig kompromiss &dr styckvisa
polynom av laga gradtal. Man behéller polynomens enkelhet
men slipper sviingningarna.

Y, 1 -TTes
Y3 + )
Y, 1

t1 l2 l3

I bilden ovan &r den heldragna linjen ett polynom och den
streckade ett annat. Heldragen plus streckad kurva tillsammans
utgdr dock inte (nddvindigtvis) ett polynom.

Def: En interpolerande splinefunktion av grad j &r en funktion
som interpolerar (t,yx),k = 1,...,n och som bestar av
styckvisa polynom, pa intervallen [y, t2], [t2, t3], ...

Dessutom ir splinefunktionen j — 1 ganger kontinuerligt
deriverbar i knutpunkterna (dvs. i (&, yi))-

Det dr inga problem med kontinuiteten av derivatorna av varje
enskilt polynom (i varje delintervall).
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Om j = 1 sa har vi ingen kontinuerlig derivata utan bara
kontinuitet hos splinefunktionen.
Delpolynomen har hégst grad ett.

Om j = 2 sa dr delpolynomen (hogst) andragradspolynom.
Splinefunktionen dr kontinuerlig och &r kontinuerligt
deriverbar (férstaderivatan dr kontinuerlig).

Det vanligaste dr dock j = 3, kubiska splines, dir
delpolynomen &r kubiska (hégst) och splinefunktionen &r
kontinuerlig liksom dess forsta- och andraderivator.

Lat oss se varfor detta verkar vara mdjligt att dstadkomma och
varfor man inte kan kriva kontinuerlig tredjederivata.

En kubisk spline kan skrivas p(t) = at® + bt + cxt + di pa
intervallet [ty,tr41]. Antag att vi har n stycken t-viirden. Detta
ger n — 1 intervall (lika minga polynom), si antalet obestimda
koefficienter dr 4(n — 1). Hur manga villkor har vi?

Interpolationskravet ger 2(n—1) villkor (ty varje polynom maéste
interpolera 2 knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis.

Kontinuerlig férstaderivata ger n — 2 villkor (inre punkter) och
lika manga fér andraderivatan. S summa 2(n—1)4+n—2+4n—2 =
4n — 6 villkor.

Det innebér att vi saknar tva villkor som maste bestimmas pa
nagot sitt. Hir dr nagra vanliga tilliggsvillkor

(s &r splinefunktionen):

8"(t1) = §"(tn) = 0 sk naturliga splines (minimerar fttl"(s”(t))2 dt)

s'(t1) = f'(t1) och §'(t,) = f’(t,) komplett spline

134

§'(t1) = §'(t,) samt s”(t;) = s”(t,) periodisk forsta- och
andraderivata (kanske rimligt med y; = y, i detta fall).

pi(t) = p2(t),t € [ti,t3] och ppa(t) = pa_i(t),t € [tn-2,ta],
not-a-knot; medfér att s” kontinuerlig i ¢ = t> och t = t,_4).
Det &r alltsa ett tredjegradspolynom i [t1,t3] (och ett (annat) i
[tn—27 tn])-

*_exemplet har vi inget problem att géra
en bra approximation med kubiska splines. Jag har ritat felet
snarare én de tva kurvorna, eftersom de ligger sa nira varandra.

Om vi atervinder till e

:
) Interpolation av e™*
10 "mr T T T T T T

Is)-e™|

Om f® #r begrinsad (6ver intervallet) sa konvergerar spline-
funktionen mot f med hastigheten max; hj.
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Kvadratur - numerisk integration

Vill berikna: f: f(z) dz. Inte alltid méjligt att uttrycka en
primitiv funktion i elementiira funktioner (inte alltid bekvimt
heller).

Grundidé: approximera f(z) med en funktion p(z) som har bra
approximationsegenskaper, och som &dr enkel att beridkna och
integrera.

Enkelt exempel: vi vill approximera fol e~ dz.

Facit: ) e " dz = 0.74682413281.

Approximera f(z) med en linjir funktion, p(z) = 1+ (e72—1)z.

Kvadraturexempel

0.9r ~

0.81 AN

0.7 RS

0.6 S

0.5F ~

0.4

0.3 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fran bilden framgar att var approximation maste vara ritt dalig,
0.68394. Lat oss dela upp integrationsintervallet i tva
delintervall, [0, 0.5],[0.5,1] och approximera med en linjir
funktion pa varje delintervall:
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Kvadraturexempel

0.9 NG

0.8f g T

0.7} >

0.6 >

05¢ <

0.4

0.3 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Den andra halvan borde stimma ritt bra, absoluta felet &r

= 0.001. Det #r fortfarande ritt stort fel i det viinstra intervallet.
Approximationen av integralen dr nu: 0.73137. Vi kan fortsitta
med att halvera intervallen, men det verkar lite bortkastat att
fortsétta med hoégra halvan. Vi vill ha en adaptiv metod som
forssker anpassa sig till felet.

Fran bilden ser man att approximationen kommer att
konvergera mot det exakta viirdet (om vi bortser
fran avrundningsfel).

Ett annat alternativ #r att approximera med ett polynom av
hogre gradtal. Om vi integrerar interpolationspolynomet, av grad
fyra, som interpolerar e for ¢ = 0,0.25,0.5,0.72, 1 blir felet i
integralen =~ 10~°.
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Mer om Trapetsmetoden

Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjért
interpolationspolynom pa varje delintervall. P4 intervallet [a, b]
approximerar vi integralen med arean av en parallelltrapets (dirav
namnet):

b h
[ (@) dzm J(f(@)+ 10D, h=b-a
Vi delar nu in [a, b] i n—1 lika langa delintervall (en del férfattare
bérjar med xy):
r,=a+(k—1)h, k=1,...,n, h=(b—a)/(n—1)

sa att ;1 = a och x,, = b.
Beteckna den approximation vi far med T,,(f). Den blir:

% [(f(@1) + f(@2)) + (F(@2) + f(@3)) + -« - + (f(@n1) + fl2n))] =

h @'*’f(wa)+f(ws)+...+f(w"_1)+@

Go6r man ovanstaende i vart exempel verkar felet ha
utseendet ch?. Kan man bevisa det?

Fran interpolationsteorin vet vi att:
1"(6)
f@) = p(@) =

med ett intervall. Alltsa

[ 1@ o~ [ v da= [T~ ayo - ) a =

(6 _(b—a)® f"(8)
2 12 ’

(:v - a)(m - b)v 0, € (a, b)

/E(a:—a)(z—b) do = ¢ € (a,b)
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Detta foljer av integralkalkylens medelvirdessats ((x — a)(xz — b)
byter inte tecken pa [a,b]). I det allminna fallet, med n — 1,
intervall far vi summera felen:

2 12 k=1

[ 1@ daey() = -3 @ T IE) L BS pge,)

Om vi antar att f” &r kontinuerlig si antar f” min/max pa [a, b]
sa att
n—1

1
I SR ) S s S

sd att (en kontinuerlig funktion antar mellanliggande virden):
1 n—1
&) = £1(©)
n—1 et

Alltsa:

_Pn-1f"¢) _ _(b—a)h?’f"(€)

B B » € € [a,b]

b
[ #(@) da-1.() =
ty h(n — 1) =b — a.

Sa4 om andraderivatan #r begrénsad i [a,b] och om vi riknar
exakt giller att T,,(f) — f:_f(m) dz, n — oo.

Observera att om man inte vet nigot om hur f” ser ut kan
man inte garantera konvergens.

Det &r enkelt att lura avbrottskriteriet i kvadraturprogram. Det
enda vi kinner &r ju (zg, f(zx)),k = 1,...,n men det finns
odindligt manga funktioner som interpolerar dessa punkter (med
olika viirden pa integralen).

Detta &r ett allmiint berikningsproblem (éndliga punktmingder
fran oiindliga punktméngder).
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Newton-Cotes-kvadratur

Man kan generalisera trapetsmetoden. Att integrera interpola-
tionspolynom ger Newton-Cotes metoder. Man skiljer mellan
oppna metoder dir dndpunkterna ej dr med resp. slutna, dir
dndpunkterna tas med.

Enklaste metoden &r mittpunktsmetoden (rektangelmetoden)
dir vi approximerar f(z) med f((zr + ®ky1)/2) i intervallet
[®ky Tk+1]- S& om vi bara ser pa intervallet [a,b] s har vi
approximationen:

/ub_f(:z:) de ~ (b—a)f <a+b)

2

Vi har tittat pa trapetsmetoden dir man anvinder en linjir
approximation. Anvinder man en kvadratisk approximation far
man Simpsons formel:

a

[ @ a5 @) +ar (CF0) 4 50

Om man hirleder felen for de sammansatta metoderna (mer #n
ett intervall) har mittpunktsmetoden felet

(b—a)h?f"(£)/24

vilket lustigt nog dr mindre &n fér trapetsmetoden som ju har
hogre ordning pa polynomet.

Dessutom har bade mittpunkts- och trapetsmetod

polynomiellt gradtal ett (exakt fér alla polynom upp till och
med grad ett). Detta beror pa att vi inte primiirt dr intressera-
de av att approximera f (da dr normalt en allmin linjir funktion
béttre &n en konstant) utan att vi vill approximera en integral.

En linjir approximation av t.ex. f(z) = & &ver [—1, 1] ger felet
noll och en exakt integral. Approximationen av samma funktion
med f(0) = 0 ger stora fel i funktionsanpassningen men en
exakt integral pga att approximationsfelen i integralen precis tar
ut varandra.
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Simpsons formel, som ocksd har ett udda antal punkter (jimn
grad pa polynomet), har felet (b — a)h*f(4(€£)/180 som ocksa
uppvisar mindre fel &n férst férvintat (tre punkter ger h* och

_f(4))_
Allmént kan en kvadraturmetod skrivas
b n
[ #@) do =Y wit(a
a k=1
wy, kallas vikter och xj, abscissor.

Hur ser Simpsons formel ut pa mer &n ett intervall? Dela in
[a,b] i sex lika langa delintervall dir vi anvinder metoden pa:
[@1, z3], [x3, ®s] Och [@s, z7].

/Ijzf(m) d$+/1:5f((1)) dz-{-/zjf(m) da =~

T3 — I

Lo [f(zl) +4f (

6

T+ &3
2
ﬂgﬁ>+ﬂmﬂ+

2 fen) + 47 (BE) + £

L;mﬂ = x5 etc. och h = 41 — T} si att approximationen blir:

>+ﬂuﬂ+
= [f(ava) +af (

% [f (1) + 4f (w2) + 2f (w3) + 4f (z4) + 2f (w5) + 4f (w6) + f(7)]

eftersom &ndpunkterna i delintervallen sammanfaller parvis.
Testar man detta pa f(z) = e~=" och kréver ett absolut fel
< 1.2-107° tar trapetsmetoden 7150 funktionsevalueringar,

mittpunktsmetoden 5055 och Simpsons formel 52. Matlabs quad1l,
som #r adaptiv, tar 18.
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Det spelar alltsa stor roll vilken metod man anvinder och
h™-faktorn &r mycket viktig. Foér att exemplifiera, lat oss anta
att vi har en uppséttning metoder med feltermer:

e (b—a) K™ f(€)

dir c dr en konstant och m ett postivt heltal som varierar mellan

metoderna. h = 1/(n — 1) som vanligt. Om f(™)(¢) &r konstant

(inte sannolikt) kan felet skrivas Ch™ for en annan konstant C.

For att feltermen skall bli = 7, en given tolerans, krivs alltsa:
1 1

n = W’ n o ey

Med 7 = 10~ och C =1 s far vi denna tabell:

Ch™ = T,

Om nagon av f:s lidgre derivator har en singularitet i [a, b] kan
dock metoderna konvergera avseviirt langsammare.

Exempel:
Trapetsmetoden pa f(z) = 2?, 0 < p < 1, [a,b] = [0,1].

Vi kan ej anvinda feluppskattningen pa hela intervallet eftersom
f’ och f” har en singularitet i nollan. Vi kan dock rékna ut
skillnaden mellan integral och approximation fér € [0, h]:

/"m,, de PO+ RT_ (A-p) 4y,

0 2 2(1+p)

Man skulle kunna anvéinda feluppskattningen pa [h,1] f6r att
visa konvergens (felet gar mot noll nir h — 0), men det blir ett
vildigt svagt resultat.
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Anvénder man uppskattningen pa [h, 2h], [2h,3h] etc. far man
ett bra resultat som visar att felet uppfor sig som h'*P.

Det férvintar man sig dven for de 6vriga metoderna. Antag att
feltermen 6ver det forsta intervallet (som innehéller nollan) har
utseendet ch™t1f(™)(¢) dir c dr en konstant och £ > 0 &r en
multipel av h, £ = ph sig (1). Med var funktion sa blir

ch™ 1 fM (&) = ey (u)h™HhPT™ = ¢ () h*FP

fér ndgon annan konstant ¢; som beror av p. Denna konstant &r
givetvis viktig, sa detta resonemang visar bara hur vi férvintar
oss att beroendet av h #ndras. Vi fir alltsd bara h'*? som kan
kriva manga funktionsberikningar (enligt var tabell).

Tar vi p = 0.3 med samma tolerans som i féregaende
exempel, s kridver Simpson inte 52 funktionsberikningar
utan 1 697 157.

Problemet dr visentligen av samma slag som nér vi
interpolerade /% kring ¢ > 0.

Vad kan man goéra? I enkla fall kan man kanske byta
parametrisering av f och betrakta  som funktion av y (givet-
vis férutsatt att f~! existerar lokalt) och sedan integrera i y-led
(lite mer fixande krévs for att fa ritt integral).

y = /z 6vergdr da i triviala z = y2. Man kan skaffa sig ett
interpolationspolynom genom att anpassa x-virden till y-virden
(sk invers interpolation).

(1) Pa varje intervall [§, k], & > 0 giller feluppskattningen.
Under svaga villkor pa f och metod kan skillnaden mellan
integralen &ver [0, §] och metoden begrinsas av konstant - 4,
vilket gor att feltermen bestéimmer utseendet pa felet.
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Adaptivitet

Normalt vill vi inte ha ekvidistanta punkter, utan vi vill att
metoden automatiskt ska anpassa sig efter funktionens utseende
och anviinda titare med punkter dir sa behsvs. Vi behéver da
en uppskattning av felet.

Att direkt uppskatta feltermen gér man normalt inte.

En vanlig metod &r att rdkna ut resultatet med tva metoder (en
med mindre fel) och jimfora resultaten. Kostnaden bér vara som
for en metod. Man kan ocksa anvinda samma metod men med
olika antal punkter.

I boken anviinds den senare varianten med trapetsmetoden
(Simpson, eller béttre, dr vanligare). Hir fljer en genomgang. Vi
bérjar med intervallet [a,b], riknar ut trapetsapproximationen
med tva punkter. Vi liigger sedan till mittpunkten, m = (a+b)/2
och riknar ut en ny approximation, nu med tre punkter.
Observera att detta kréver ett nytt funktionsviirde, f(m).

Vi fortsiitter nu si rekursivt pa intervallen [a,m] och [m,b].
Nir felet 6ver ett intervall &r tillrdckligt halverar vi inte detta
intervall vidare.

Antag att vi har kommit ner till ett delintervall av lingd h.
Approximationerna kan skrivas (I dr det exakta virdet
av integralen &ver detta delintervall)

I=T, — h¥f"(€)/12 resp. I =Ty, —h(h/2)*f"(6)/12

Antag att ¢ = —f”(£) = —f"(0) (behdver inte vara sant).
Da giller

0= T, — Ty + ch®(1 — 1/4) /12 = Ty, — Ty, )2 + 3ch®/(4 - 12)
Men felet i Ty, &r ju ch(h/2)?/12. Alltsi

T2 — Th

I =T+ 3
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Sa hir kan det se ut (med ritt stor tolerans):

En rekursiv trapetsmetod. Skalad |f’(x)| ——, f(x) —.

1.2F 1

0.41 : . : 4

.

A

]

T

0 1 2 3 4 5 6 7

o

Man kan notera att formeln ovan dven ger upphov till en ny
metod. Om vi lidgger till feluppskattningen far vi

I = (4T}, — Tr)/3

och bakom denna formel déljer sig Simpsons formel.

Man kan betrakta hirledningen vi har gjort som ett specialfall
av sk Richardsonextrapolation.
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Man kan visa att det existerar en serieutveckling av felet

b
(/ f(z) dz =>I:Th+a1h2+a2h4+a3h6+---
Vi halverar nu h och far
I =Ty2 + a1h®/4 + a2h*/16 + a3h®/64 + - - -

Genom att kombinera de tva uttrycken kan vi bli av med
h2-termen (och ddrmed minska felet):
4I — I = 4T, — Th + (4a1h*/4 — a1h®) + (4a2h*/16 — axh*) +- - -
sa att
I ATy )2 — Th ash*

- 3 4
Detta kan man nu upprepa (med T}/4) for att bli av med
h*-termen. Denna process (upprepad Richardsonextrapolation)
kallas Rombergkvadratur.

Richardsonextrapolation kan anvindas nirhelst man har en
utveckling av felet. Exempel, approximation av derivata.

F@+h) = f@) _ 1SR O @) () = 1k 0(a)

h ﬁg k! ho fl(msz:; k!
sa att
#ay = TEXZI@) gy nogiay 6 - -
(@) = LEEEPIZTE ) () 2 (270 6
och
’ _‘)f(w+h/2)—f(:c)_f(w—f-h)—f(w)L e .
fe) =R V=) ey o
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Gausskvadratur

Antag att vi vill berikna f: f(z) dz och tillats gora

tre funktionsberikningar, f(z1), f(z2) samt f(x;).

Om vi viljer ¢; = a, 3 = (a + b)/2 samt x3 = b sd kommer
Simpsons formel att vara optimal nir det giller polynomiellt
gradtal. Dvs om vi vill att metoden ska vara exakt fé6r polynom
av grad 0,1,...,m for sa stort m som mdjligt sd &r Simpsons
metod det bista valet (m = 3).

Det visar sig dock att vi kan fa stdérre m genom att vilja
andra xp-virden. Detta dr kdrnan i Gausskvadratur, att vilja
bade xi-virden och vikter for att maximera m.

Lat oss ta intervallet [—1, 1]. Vi ska nu vélja @1, €2, 3 samt vikter
w1, W2, w3 sa att

1
/ z* de =w1:c’1“+w2m’2°+w3m§,k =0,1,...,m
-1

for maximalt m. Integralens viirde blir 0 om k &r udda och
2/(k + 1) annars. Vi far f6ljande ickelinjira ekvationssystem att
16sa:

2 = wq + w2 + w3 k=0
0 = w1y =+ WoTo =+ w33 k=1
2/3 = wiz? + waxl + wyzi k=2
0 = wizd+ wszd+wszl k=3
2/5 = wir] + wozh + wiz; k=4
0 = wizd+wsal+wszl k=5

Det verkar inte rimligt att ta med en ekvation till. Vi har ju
3+3 = 6 obekanta och vi kan da kanske satisfiera sex ekvationer.
For att 16sa systemet kan man anvénda “brute force”, men det
verkar rimligt att punkterna méaste uppvisa viss symmetri. Vi
antar silunda att x; < 3 < 3 med x5 = 0 och x; = —a3.
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Detta val leder (k = 1) till att w; = w; och satisfiering av fallen
k = 3,5. Kvarstar da ekvationerna 2 = 2w; + w», 2/3 = 2w1z§
samt 2/5 = 2w;z}. Vi far ¢y = —/3/5 och w; = 5/9. Metoden
blir alltsa:

/_llf(z) dz =~ gf (—\/3%) + gf (0) + gf (\/%)

Man ser att metoden inte &r exakt for m = 6 sa det
polynomiella gradtalet &r 5 (det var 3 fér Simpsons metod).
Eftersom integration dr en linjir operation sa dr metoden exakt
for alla polynom av grad hogst 5.

For en Gausskvadraturformel har vi gradtalet 2n — 1 med n
punkter. Vi har dock offrat i enkelhet. Hirledningen kan dock
forenklas (man anviinder teorin for ortogonala polynom och kan
blanda in egenvérdesproblem for tridiagonala matriser).

En annan nackdel dr att virdena maste skrivas in i ett
program (stora tabeller). Det allvarligaste problemet &r dock att
man inte kan ateranvinda funktionsvirden nir man gor
adaptiva metoder.

Det finns dock varianter, Gauss-Kronrodkvadratur dir man har
en kompromiss mellan optimaliteten i Gausskvadratur och
kravet pa ateranvindning av funktionsvirden, se boken.

Hur ser var metod ut pa intervallet [a, b], f: f(z) dz?

Sitt z = aw + B dir o = (b— a)/2 och B = (a + b)/2.
z € [a,b] =& z € [—1,1]. dz = a dz. Alltsa:

b 1 3
/ f(z) dz= /_1 floz + B)a dx =~ Z(awk)f(azk +B)

k=1
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Ordin#ra differentialekvationer
Vi kommer enbart att studera begynnelsevirdesproblem, t.ex.
y'(t) =t* +siny(t), 3<t<10, y(3)=4

Derivatan, y'(t), dr tagen med avseende pa t (“tiden”).

3 < t < 10 anger det intervall dir vi vill berikna l8sningen
(approximativt). y(3) = 4 &r ett begynnelsevirde som anger y:s
viirde, 4, vid tiden ¢ = 3. Normalt (i 6vningar och anteckningar)
skriver vi aldrig ut ¢, i y(t). Vi struntar fiven i intervallet (tiden
i begynnelsevirdet dr vinster &ndpunkt, och Du far anta nagot
lampligt slutvirde). Problemet kan da formuleras:

y =t +siny, y(3)=4
Normalt vill vi studera ett generellt problem, vi skriver:
Y = f(ty), y(t) =m0

S&, i exemplet ovan dr f(t,y) = t> +siny. Begynnelsetiden &r to
(3 i exemplet) och y vid detta virde #r yo (4 i exemplet). Bade
to och yo maste vara kinda.

Lésningsmetoderna genererar approximationer till 16sningen f6r

en uppsittning tidpunkter: (to,Yo), (t1, Y1), (E25Y2)s -+ (tnsYn),
dér t,, dr slut-tiden och y;. = y(tx).

Yr dr en approximation av lésningen vid
tiden ¢ = t;. Det exakta viirdet #r y(t).

Senare kommer system av ekvationer. Sddana behdévs for att vi
skall kunna 16sa problem som innehéaller hégre derivator, t.ex.

y" =t+2y"+ (y')> +siny, y(0)=2, y'(0)=-3, y"(0)=4
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Exempel: 1at oss studera problemet: ¥y’ = 1. Detta &r inget be-
gynnelsevirdesproblem (eftersom vi saknar y(tp) = yo). Ett pro-
blem av detta slag har normalt oéindligt manga l6sningar, i detta
fall y(t) =t + ¢ dér ¢ dr ett godtycklig reellt tal. Nir vi ger ett
begynnelsevirde viljer vi ut en av alla dessa o#ndligt manga
18sningar. y(3) = 4 ger oss l8sningen y(t) =t + 1.

Med grafiska verktyg kan vi skaffa oss en bild om 16sningsméngden
dven for problemet y’ = f(t,y). Lat oss gora detta for problemet
y' = sin(ty).

I bilden nedan har jag skapat ett gitter i (en begrénsad del av)
(t,y)-planet. I varje gitterpunkt har jag avsatt en pil vars rikt-
ning 6verensstimmer med derivatan av den 16sningskurva som
gar genom punkten. Detta &r enkelt eftersom y’ = f(¢,y), sa
derivatan &r f(t,y).
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I n#sta bild har jag ritat i tva 18sningskurvor (jag har gett tva
begynnelseviirden).
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Det finns begynnelsevirdesproblem som saknar, eller har
flera 18sningar. Det kan ocksa vara si att y(t) inte existerar for
alla t > to.
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Foregaende bild antyder en enkel 16sningsmetod. Vi startar i
(to, yo) (som vi kiinner). Vi tar sedan ett litet steg utmed tan-
genten till 16sningen (tangenten kan vi berikna med hjilp av

f(t,y))-

(ty Yo)

Antag att vi stegar med fix steglingd, h, i t sa att:
tl =t0+h, t2 =t1+h, t3=t2+h,.... Allmint tk =t0+kh.

Vi far Eulers metod:

Yre+1 = Yk + hf(trsyr)s k=0,1,2,...

eller utskrivet

Y1 = Yo+ hf(to, Yo), Y2 = y1+ hf(t1,v1), ys = y2 + hf(t2, y2), - - -
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Exempel: y’ =sin(ty), y(—1)=1.
Sa tg = —1, yo =1 och f(t,y) = sin(ty).

Om h = 0.1 far vi approximationerna:

Y1 = Yo + hf(to; Yo) = yo + hsin(toyo) =
1+ 0.1sin(—1-1) = 0.9159

Y2 = y1 + hf(t, y1) = y1 + hsin(tiy1) =
0.9159 + 0.1 sin(—0.9 - 0.9159) =~ 0.8425

ys = Y2 + hf(t2, y2) = ya2 + hsin(tay2) =
0.8425 + 0.1sin(—0.8 - 0.8425) = 0.7801 osv.

h=0.125,0.25,0.5,1
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Alternativa hirledningar av Eulers metod

Taylorutveckling:

h2
y(te+h) = y(t) +h y'(te) + o 4" (t) +- -
Nu &r y'(tx) = f(tk, y(tr)) och tg11 = t, + h sa att:

Y(ter1) = y(te) + b f(te, y(te))

Vi approximerar nu yi = y(tx), Yr+1 = Y(tr+1) och far:

Yrt+1 = Yk + kb f(tr, Y)

Nu till en hérledning som anvénder kvadratur (integration).

Y(tisn) — (t) = / ) de = / " ft, ) at

k k

Vi approximerar nu integralen med arean av en rektangel;
T+
i —y(te) = t t)) dt = (t -t t t
Y(trt1) — y(tr) /tk F(ty(@) ( k+1h &) f (tes y(tx))
Sa:
Yer1 = Y+ b F (e Yr)
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Felkillor

e trunkeringsfel; i Eulers metod trunkerar vi
Taylorutvecklingen (approximerar med tangenten)

e avrundningsfel; normalt inte sa viktigt

Lokalt fel: felet som uppstar i ett steg nir man
betraktar startpunkten, (tx—1,yr—1), som exakt.
Programvara forsoker begrinsa detta fel.

Globalt fel: felet mellan approximativ och exakt 16sning,
Y — y(ts)

Lokalt och globalt fel
6 .

5.5r 1

1.5F 1
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Ordning

Olika metoder har olika ordning: en metod har ordning p om det
lokala felet #r av storleksordningen hP*! nir h — 0. Vi skriver
O(hPtl).

Vilken ordning har Eulers metod?

Antag att vi star i punkten (tx—1,yr—1). Vad blir felet i niista
steg forutsatt att (tr—1,yr—1) betraktas som exakt?

Lat oss titta pa det speciella problemet y’' = Ay, y(0) = yo.
Eulers metod ger, som vanligt, approximationerna yg, Y1, Y2, . - --

Den exakta 18sningen som gar genom (tj—_1,yr—1) betecknar vi
med z(t) och den léser foljande problem:
Z =Xz, z(te-1) = Yr—1

Dvs.
2(t) = Xty

sa nir t = t dr

2(ty) = Xttty | = My,

Eulers metod ger:
Yk = Ye—1 + hf (tk—1, Yk—1) = (1 + Ah)yp—1
Det lokala felet blir:

Yk — z(tk) = (1 =+ )\h)yk_l — e’\hyk_l =
(Ah)? (Ah)?
|:l+)\h— |:l+)\h+T+...:|:| Yp—1 = — [T—i—..] Yk—1

som dr O(h?), s Eulers metod har ordning ett (4r en forsta
ordningens metod).
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Nu till det globala felet, y — y(tx), dér y(t) dr den exakta
I8sningen till ¥’ = Ay, y(0) = yo och y; &r approximationen av
y(te).
Tydligen &r
y(te) = My och y = (1+ Ah)*yo,
Varfor?
Y1 = Yo + hAyo = (1 + hA)yo-
Y2 = y1 + hAys = (14 hA)y: = (1 + hA)y, etc.
Eftersom t, = kh, far vi féljande uttryck for det globala felet:

yr — y(tr) = (1 + Ah)Fyo — eMiyg = (1 + Ah)Fyo — eMhy, =

k(k—1) (kAh)?
2 2

14+ kAh + (/\h)2+...]yg—[1+k)\h+ 4.y =

—k 1 1
5 ORwo = = N (hk)yo ht ... = — Ntiyo h+ ...

Sa det globala felet uppfér sig som h.
Tumregel: det globala felet dr O(h?).

Vi tappar alltsd en potens mellan lokalt och globalt fel.
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Vi kan férstka skapa metoder av hégre ordning, t.ex. genom att
anvinda tidigare punkter; en sa kallad flerstegsmetod.

T.ex. h
Yk = Y+ 5 [3F (tky i) — F(th—15Yr—1)]

som har ordning tva.
For att starta metoden kan vi ta ett Euler-steg.

En annan metod av andra ordningen dr Heuns metod:

h
Ykt = Uk + 5 [f (ks yr) + F @k + hyyr + RS (txs yi))]

Detta ir en enstegsmetod.

Fel i Euler och Heun.y' =y, h=0.1
0
10 T T T

-2
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System av ekvationer

u(3) = 2
u® =" — 2w +u? —t+1, u'(3) = -1
u”"(3)= 0
Infér nya funktioner
Yy1=u
y=u =y =y
ys=u"=>ys =y,
Vi far
Y=Yz n(3) = 2
Yo =193 ’ y2(8) = -1
Yi=ys— 2ty —t+1 ys(3) = 0

Detta problem kan fortfarande skrivas, y' = f(t,y), om vi inf6r
vektorerna y och f, dvs.

yi(t)

y(t) = | ya(t)
ys3(t)

Y2 2
F(ty) = | s yO =] -1
ys— 2ty +y? —t+1 0
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Alla metoder vi har sett kan enkelt generaliseras till systemfallet.
Skaldira y; byts mot vektorn y*). f(tx,yx) gar 6ver i f(tx,y®).
Tiden t; och steglingden h dr fortfarande skalirer.

Eulers metod for exemplet ovan blir, med ¢, = 3, h = 0.1:

2
yO=| -1, =9y +nf(to,y?)
0
Dvs.
S ©
w” y{” va
yél) = yg’) +h|Ys 2
1 0 0 0 0

) 0] | a4 () -t

197 [ 2 -1

—1| = |-1|+01]0

o8] | o 0-2-3(-1)+22-3+1
OSV.
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Hur man l8ser problemet med oded5

function ode_ex

y0 = [2 -1 0]'; % begynnelsevidrden
t0 = 3; % begynnelsetid
ts = 10; % slut—-tid
[t, Y] = oded45(QRf, linspace(t0, ts, 100), yO0);
figure (1)
hold off
plot(t, y(:, 1), k=", t, y(:, 2), 'k-.’,
t, y(:, 3), "k==")

legend({'y’', 'y’'', 'y''’""}, 'Location’, ’‘NorthWest’)
xlabel('t’)
grid on
function yp = £(t, y)
yp = [¥(2); y(3); y(3) = 2 * t * y(2) +y(1)"2 -t + 1];

20

Yy "
15 == y' 1
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Problemets stabilitet

Hur #ndras 16sningen vid sma dndringar i problemet?

I fsljande bild visas hur l8sningen (till ¥y’ = sin(ty)) varierar
med y(to). y(to) = 0.89,0.90 respektive 0.91.

Om lésningskurvorna gar ihop eller gar isir avgors av det
lokala utseendet pa riktningsféltet.

Yo = 0.89,0.90 och 0.91

> 0.6
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En l6sning &r stabil om tva l6sningar kan fas att ligga godtyckligt
nira varandra (f6r t > ;) givet att vi stor tillriickligt lite.
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I nedanstdende bild har jag 18st y’ = Ay + s(t), fér ett positivt
och ett negativt virde pa A.
s(t) dr en liten stérning som intriffar omkring ¢t = 1.

Den exakta 16sningen till y’ = Ay &r y(t) = e*y(0).

Yy’ =Ay + stérning
6 :

Vi ser att stérningen dimpas ut nir A < 0.

Om A dr komplext med negativ realdel sa ar
differentialekvationen stabil; felen dimpas ut.
Om realdelen #r positiv idr differentialekvationen instabil.

Detta kan generaliseras till ickelinjdra problem och
system av sadana.
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Adaptivitet

De flesta ODE-losare dr adaptiva, dvs. de férséker att anpassa
steglingden sa att det lokala felet underskrider en tolerans given
av programmets anviindare.

I vissa fall bestar programmet av en familj av metoder av olika
ordning. Programmet kan da dven variera ordningen.

I figuren nedan har jag 16st ett problem med ode45 (den hel-
dragna l6sningen) och ode23, med stor tolerans, (ringarna).

Adaptivitet: y' = exp(3 sin t) sin(5t)
6 : : . .
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Styva problem och 18sarens stabilitet

Det #r vanligt med si kallade styva problem (stiff).
Dessa uppkommer t.ex. ndr man har snabba transienter.

Om vi anviinder en vanlig ode-lésare pa ett styvt problem tving-
as losaren ta mycket korta steg for bibehalla stabiliteten.

Det visar sig att vi kan lira oss mycket om metoders stabilitet
genom att studera den skaldra testekvationen, y' = Ay, y(0) = 1.
Normalt har vi dock styva system (och inte skaliira ekvationer).

Antag att A < 0, den exakta 16sningen &r da avtagande.
For vilka h ger Eulers metod y, — 0 da k — oo?

Ye+1 = Yk + hf (ks Yr) = yx + hAyr = (L + RN )y
s att
yr = (1 + hA)F

Nér géller att y, — 0?7 Jo da:

[14+hA <1
dvs, om A € R (och A < 0),

0< hlAl <2

Antag nu att A &r ett mycket negativt tal, sig A = —20000.
For att vi 6verhuvudtaget skall fa en 16sning som gar mot noll
maste h < 1/10000.

Vi noterar att e’ = €nqcn om t = (10g €macn) /A ~ 2 - 1073 i
vart exempel.
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Vad skall vi géra? Lésningen #r implicita metoder.

Bakat-Euler:
Yrr1 = Yk + B (thr1y Yry1)
Stabilitet? Testa pa y' = Ay

Yk+1 = Yk + hAYr11

sa att
Yre1 = (L — hA) 'y
och
y=(1-hN)" ty yo=1

Nar dr |[(1 — hA)7!| < 17 Antag A < 0 (reellt)
da ar [(1 — hA)7Y| < 1 for alla h > 0!

Detta innebir givetvis inte att vi kan ta godtyckligt langa steg.
Tar vi for langa steg blir felet for stort.

Implicita metoder har den nackdelen att vi maste 16sa en
(normalt ickelinjér) ekvation f6r att bestimma yj.

I en explicit metod, som Eulers metod, ér detta inte
nodvindigt.

Det finns mer komplicerade implicita metoder, t.ex.
4 1 2h
Yit1 — Yk + Yk = ?f(tk+1y Yk+1)

som &r ett exempel pa en flerstegsmetod.
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Ett exempel:

T P RETORS Y

Ett styvt problem
10 T T T T

Med Matlabs ode23 (en Runge-Kutta-18sare ordning 2 och 3)
krivs 11989 steg for att 16sa problemet da e = 0.0002. Toleran-
serna &r relativt 1072 och absolut 107¢.

Matlabs ode23s (s for stiff) 16ser problemet i 192 steg. 140 av
dessa steg tas fér t < 0.01.
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Andra problemklasser

Tvapunkts randvirdesproblem:

yv' = F(t9,9), cy(a) + By (a) =7, c2y(d) + B2y’ (b) =2

Egenvirdesproblem (vibrerande string):
(Py") +Apy =0

y(a) = y(b) = 0, fixerade #indpunkter
y'(a) = y'(b) = 0, fria andpunkter
y(a) = y(b), y'(a) = y'(b), periodiska randvillkor.

Ickelinjiirt egenvérdesproblem (bifurkationsproblem).
Knickning, roterande kedja, Taylor-Couette.
" Ay

V't e

= 0 samt randvillkor

Tidsfordrojningsproblem (delay equations)
yYt)=y®) -yt -1)+...

Inkubationstid; dndlig utbredningshastighet...

Differentialalgebraiska problem: differentialekvation med
algebraiska “bivillkor”.
Specialfall, implicita problem: g(t,y)y’ = f(t,vy).
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