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1.2 Losningar till kapitel 2

Lat e beteckna vektorn av ettor (ones(n, 1)) och lat e, vara kolonn k i enhetsmatrisen.

1: Det giller att Ae = 0 varfér A har ett icketrivialt nollrum.

2: Eftersom radsummorna alla #r lika, o, giller M,e = ce. Summan av de n radsummorna maste vara
no=1+2+---+n?=n%n?+1)/2 varfor o = n(n? +1)/2.

3:a) A[1,-1,1]7 = 0. b)Ae = [2,4,6]7, s det existerar co ménga losningar.

4: Nir man nagon enstaka gang vill berdkna en invers utfors det normalt med hjilp av LU-faktorisering.
Lat oss beteckna inversen med X. Det giller da att AX = I. Om vi skriver denna ekvation kolonnvis far vi
Axp =eg, k=1,...,n. Hir dr x; kolonn &k i X och ey dr kolonn k i I. Vi har alltsa n linjira ekvationssystem
att 10sa. I detta exempel underliittas l6sandet av att A redan dr triangulir. Vi kan alltsa, i detta speciella fall,
berikna inversen med tre framatsubstitutioner. Annu enklare blir det om vi observerar att z;, = 0 da j < k
(pga hogerledets, ey, speciella form).

Ett annat sitt att 16sa problemet dr via ansats. En trianguliir matris har en trianguldr invers (om den exi-
sterar) med (A=) r = 1/agk. Vi kan dérfor gora foljande ansats:

1 0 0 1 0 0
I=|a -1 0 1 -1 0
By 1 1 -2 1

vilket ger systemet
a—1=0
B+v+1=0
—v—=2=0

sdatt a =03 =1ochy=-2.

5: Uppgiften kan lésas pa flera olika siitt, t.ex. 0 = det(A?) = (det(A))? = det(A) = 0, s& att A &r singulér.
Om A ir ickesinguliir s& giller att A2 =0= A~1A%2 = A~10 s4 A = 0, motségelse.

6: a) For att f3 lite enklare beteckningar visar jag istéllet att (A7B)T = BT A. Det #r ekvivalent med det som
efterfragas i uppgiften om man later C = AT. Lt oss partitionera matriserna kolonnvis, dvs. A = [ay,...,a,]
och B =[by,...,b,]. Vi far

al a’b, afb, --- aTb,
T T T T
T a, azb; azby -+ a;b,
A'B= . | [b1,b2,...,by] =
T T T T
a, a,b; a by --- a;b,

Transponatet av ovanstaende matris &r:

T T T T T T
a%rbl aQTbl - a%bl b%ral b%ra2 . blTan
ajby azby --- a;bs bs;a; bzay --- bja,

T T T T T T
a;b, a3b, --- a;b, b,a; bjay --- bja,

vilket &r lika med BT A. Likheten ovan féljer av att x'y = >, Zxyr = >, YTk = ¥ X.
b) Det enklaste siittet att kontrollera om en matris éir en invers till en given matris, dr att multiplicera ihop
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matriserna och se om man far enhetsmatrisen. Sa, (AB)(B~!A~!) = A(BB )A"! = ATA"! = AA-' =1

7: Vi borjar med att visa att inversen (om den existerar) ir entydigt bestimd. Antag att C &r en ickesingulér ma-
tris och att CX =TI och att CY = I. Detta medfér att C(X —Y) = 0. Men eftersom C &r ickesingulér s maste
(varfér?) X —Y = 0. Nu till AT. Inversen till denna matris &r (AT)~! och det giller att AT(AT)~! = 1. Men
det giller dven att T = A~'A = (A7'A)T = AT(A~1)T, dir den andra likheten foljer av att I &r symmetrisk

och den tredje likheten foljer av foregdende Gvning. Inversens entydighet implicerar nu att (A7)~ = (A~1)T.

8: Systemet #r ekvivalent med

L1X = b
Bx+Lyy = ¢

Algoritm: 16s L1 x = b, bilda sedan t = ¢ — Bx och 16s slutligen Loy = t.

9: Determinanten av en triangulir matris dr produkten av diagonalelementen. Om denna produkt &r skild fran
noll dr matrisen ickesingulér. 1) Matrisen Ly #r trianguldr och har ettor pa diagonalen.
2) Via inspektion, alternativt: Ae; or den j-te kolonnen i A, sa

T { ejaj#k

Lie; = (I—mel)e; —e; —mele; = .
LA ( k)J J k©J ep—m,j=k

3) (I+me!)(I-me})=1—-me} +me] —meme] =1
——

0
4) LiL; =(I- mkef)(l — mjejT) =1I- mjejT — mkez + my, eij e;‘-r
~—

0, ty k<j

10:

sS4,
1 0 1 a
A_[c 1][0 b—ca]

singuléir om b = ca (ty det A = det(LU) = detLdetU =1 (b — ca)).

11: Definition: x” Ax > 0 for alla x # 0.
a) Tag x = ey, ekTAek = k-
b) Med o = —sign(a; ;) och x =e; + oey,

a; i+ Qg k
xTAx = aj; +20a; +apy > 0= ) 2 = > |aj,k|
aj,j + ar
3,
c) lajil < f < max(aj,j, ak,k)

For att visa d) anviinder vi definitionen av positivt definit, x7 Ax > 0 for alla x # 0, och viljer en speciell x-
vektor. Om A #r positivt definit si kan man visa att LDLT -faktoriseringen alltid existerar (inget pivot-element
kan bli noll). L &r dérfor ickesingulir och vi kan ta x = L~Tey, (dér ey &r kolonn k i I). x kan inte vara noll
(varfsr?) och vi far:

0 <xTAx = [L™Te;]"LDLY [L="e;] = e{ Dey, = di &
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12: Jag har skrivit ut hela sekvensen av Lg-matriser. Detta gér man normalt inte d4 man handrdknar, utan
man skriver upp sekvensen av reducerade A-matriser.

1 -1 0 100 1 -1 0 100

A= -1 2 -1|, L,=|110|, Lt,A=]|0 1 -1|, Lo=|01 0

0 -1 5 00 1 0 -1 5 01 1
1 -1 0 100 1 00 1 00
U=LILA=|0 1 -1|, och A=LU med L=| -1 1 0 0 10|=|-1 10
0 0 4 00 1 0 -1 1 0 -1 1

Choleskyfaktoriseringen far fran U genom att bryta ut “roten ur diagonalen”:

1 00 1 -1 0
A= -1 10 0 1 -1
0 -1 2 0 0 2

13: Gor ansatsen
llul =0

l1 0 Uy U2 _ 01 = 11U,2 =1
l2 l3 0 us - 1 0 l2u1 =1
lous + l3uz =0

liuy =0 =1y =0 eller u; = 0, men da kan inte ljus = 1 och lou; = 1.

14: Vi maste antaga att a # 0 for att ta forsta steget i Gauesseliminationen:

BRI R R Ee e Y T R e e

For att kunna dra roten ur diagonalen far vi tydligen kriva att a > 0 och att 2 —1/a > 0. Sammanfattningsvis
méste alltsd o > 1/2. Nu med definitionen, xT Ax > 0,x # 0. Vi anviinder kvadratkomplettering:

xT Ax = az? + 2z139 + 205 = (Vax, + z2/v/a)? + 22(2 — 1/a)

Vi far alltsa kriva att & > 0 och 2—1/a > 0 (vi kan ju gora den {6rsta kvadraten noll genom att ta ; = 1/1/a
och 22 = —\/a t.ex.).

En symmetrisk matris har reella egenvirden och 4r matrisen positivt definit sa #r egenviirdena positiva. Karak-
teristiska ekvationen blir: det(A — AI) = 0, dvs. A2 — (2 + a)A + 2a — 1 = 0. Rotterna &r

« al? a 1
i [1 —] 1-20=1+%+-/(a—22+4
1+3 \/ tg] t a=1+5 %7 (a—2)2+
Rooten dr alltsd alltid reell och vi kriver att

« 1
1+4=-—>- —2)24+4
+2>2\/(a )2 +

vilket medfor att a > 1/2.

15: ay = C(k,:) * C(k,:)T (med anvindning av Matlabnotation), si ax,x = c?m +...+ ci,k. Det giller alltsa

att |Ck7j| S 1/ak,k.

16: I dessa typer av uppgifter skall man vara uppmirksam pa operationer som skapar mycket mer minne #n
vad som man utgar ifran, t.ex.
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e inverser av glesa matriser tenderar att bli ritt fulla
e ien ytterprodukt gar man fran tva vektorer till en matris

Man skall ocksa tidnka pé berdkningstiden (antalet flyttalsoperationer):
e att anviinda inversen for Ax = b tar mer tid &n LU-faktorisering

e man vill halla nere dimensionerna, sa att man utfor hellre en matris-vektor-multiplikation &n en matris-
matris-multiplikation

Hir nagra typiska operationer och det ungefirliga antalet flyttalsoperationer.
Antag att x, y #r kolonnvektorer med n element och att A och B #r n x n-matriser.

e x”y, en innerprodukt kriver ungefiir n multiplikationer och additioner
e Ax, en matris-vektor-multiplikation kriver ungefir n? multiplikationer och additioner
e AB, en matris-matris-multiplikation kréver ungefir n® multiplikationer och additioner

Sa, om vi skall bilda
y = ABx

skall vi arbetar fran hoger till vinster, vilket kridver tva matris-vektor-multiplikationer. Utfor vi operationer-
na fran vénster till hoger far vi en matris-matris-multiplikation och en matris-vektor-multiplikation. Dessutom
maste vi allokera utrymme f6ér en temporir matris.

Nu till problemet: Man skall inte bilda inverser explicit! Los system istillet; C~'b &r ju t.ex. l6sningen till
systemet: Cy = b. Hir foljer algoritmen:

Los Cy = b och bilda z = Ab.

Bilda y =y + z (vi slosar givetvis inte med minne heller). = star for tilldelning hir.

Bilda z = 2(Ay) (varfor dr parenteserna viktiga?)

Bilda y =y + z och 16s slutligen Bx = y. Eftersom vi skriver éver x pa slutet skulle vi kunnat anvinda x som
en arbetssvektor (istéllet for z).

17: a) uv’ = [uvy,...,uv,] si alla kolonnerna #r parallella med u, alltsd &r rangen hogst ett. Eftersom u, v # 0
méste uv? # 0 varfor rangen &r ett.
b) rang A = 1 = R(A) = span(u) for u # 0. Alltsa giller att A = [uvy,...,uv,] = uv? med nigot vy, # 0.

18: a) Om matrisen &r singuliir s& existerar x # 0 s& att (I —uv’)x = 0, dvs. s3 att x = u(v7x), dvs. x maste

vara parallell med u. Tag x = u (lingden spelar ingen roll eftersom vi har nollvektorn i hogerledet). Detta ger
u=u(vlu) dvs. viu = 1. Om vTu # 1 si &r matrisen ickesingulir.

T T

) I—uv)I-ouv’) =1-cuv’ —uv’ + uv’ouv’ =1 —uv T

T1+0—-0vTu)

Detta dr enhetsmatrisen om ¢ = 1/(vTu — 1) och vTu # 1.

19: Sitt C= (I - VIA~IU) ! Vi far:
(A-UVH) (At + A luCVIA YY) =1+ UCVTA L —UVTA- L —UVTA-lUCVTAL =

I+U[C-1I-VIA'UC]VIA I =1+ U[@-VIA'U)C-T]VIA I =1

20: p=1:1) [|x||s = > p_; |zx| > 00om x # 0.
n n
2) |l = Sy [yl = 1] Sy sl = Pl ]
3) [+ ¥yl =2y lon + ynl < 2jemr (] + lykl) = 2hmy 1okl + 2=y lyl = [Ixll + [ly[h
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p=2:1) och 2) enkla, visar tredje punkten.
x+ylf = x+y) (x+y) =x"x+ 2Ty +yTy < [[x[[5 + 2[x[l2llyll2 + [I¥]5 = (x]l2 + [[¥]]2)*, sa
b+ yll2 < [z + llyll2-

p = 00: 1) och 2) enkla, visar tredje punkten.
1% + ¥lloo = maxy |zx + yr| < maxg(|zk| + |yr]) < max [zx| + maxg [yr] = [[X||oo + [[¥]]oo-

21: p=1:1) ||A||s =max; ), |a;;|, s& om A # 0 sa finns nagot a; ; # 0 varfor ||Al[; > 0.

2) [[7All = max; ¥, [7ai,] = max; ¥, (llas ) = | max; ¥, i1 = [yl1A]L-

3) [|A +B|ly = max; 37, |ai,; + bi,;| < max; 32, (lai;| +[bij|) < max; 32, |ai ;| +max; 37, [bi ;| = ||AllL + |B]1.
Nu till submultiplikativiteten. Vi visar ||Ax||1 < ||A[|1]|x||]1 forst. Det enklaste dr att anvinda definitionen av
normen:

A
||A||1=max|| Xlll
x20 [[x||x

Max antas for en speciell vektor. For andra vektorer giller dérfor att || A1 > [|[Ax||1/||x|]1-
Och nu till [|AB]||;. Antag att max antages for kolonn k i B;
IAB[1 = [|Abg[ls < [[A[[1][br[lr < [|A|L[[B]l

dir den forsta olikheten féljer av 5).
p = oo kan visas analogt. Ett trick man kan anvinda &r att ||AT||; = ||A||c, S& att vissa egenskaper hos
maxnormen kan hirledas fran motsvarande egenskaper hos ettnormen.

22: L4t A = CCT vara Choleskyfaktoriseringen av A. D4 &r
Ixlla = (x7Ax)/2 = (xTCCT%)1/2 = ((CTx)7 (CTx))2 = [|CT x|

Vi kan alltsd aterfora ||x||a pé tvanormen. Eftersom A dr positivt definit och dérmed ickesinguldr s& dr #ven
C ickesinguliir varfor CTx = 0 < x = 0. Vi testar nu de tre normvillkoren:

1) ||x|]]a > 0 om x # 0 ty ||[CTx||2 > 0 om x # 0 ty || ||2 &r en norm och CTx # 0.

2) |lox||a = [laCTx]|> = |a] [|CTx]|> = |a] [|x]]a-

3) Ix+ylla =1ICT(x+y)ll2 <[ICTx[]2 +[|CTyll2 = [Ix[|a + lly[la-

23: a) 1) ||A||max = max;x |aj,x| > 0 om nagot a;r # 0.

2) [[Allmax = mas; x [7a;0] = mass e [vllas.el = [71ma e asc] = AT mes:

3) [|A 4 Bl|max = max; |a; k +bjx| < max;i(|aji|+[bjkl) < max;y a k] +max; g [bjr] = [[Allmax + |[Bl|max-
Notera (star inte i uppgiften) att denna norm inte #r submultiplikativ. Tag A =ones(2). D4 ir ||AA||max = 2,
men ||Al|max||Allmax =1-1=1.

b) Lat vec(A) vara den vektor man far om man staplar alla A:s kolonner pa varandra (om A #r en m X n-matris
ar vec(A) en vektor om mn element). Vi ser att ||A||r = |[vec(A)]]2.

1) ||A||F = ||vec(A)||2 > 0 om nagot aj, # 0.

2) |nAllr = [lrvec(A)ll2 = [v[[[vec(A)ll2 = [7][|A]lF-

3) [|A + Bl|r = [[vec(A + B)||z = [|vec(A) + vec(B)|[ < |[vec(A)]]2 + |[vec(B)||2 = [|Al|F + |[B]|r-

24: D! = diag(1/ds,...,1/d,). Fér en diagonalmatris giller att ||D|| = max|dg| (fér de tre normer vi
anvinder). Sa k(D) = max |dj| max |1/d}| = max |dy|/ min |d|.

25: Om « = 1 si #r matrisen singulér och vi séiger att kK(A) = oo. I annat fall géller att

H(A):H“ ‘f] ﬁ[_ll —104] = max(1 + |a|,2) max(1 + |a],2)/|1 — o]

1

1
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Med andra ord, k(A) = 4/|1 — a| om |a| < 1 och (1 + |a|)?/|1 — a| annars.

26: a) Om &r A singulir si existerar x # 0 s& att Ax = 0. Det medfor att x” Ax = 0 (och inte > 0),
motsigelse!

b) Vi kriver inte att A #r symmetrisk utan vet bara att x’ Ax > 0 om x # 0. Tag x = A~'y (note-
raatt x = 0 & y = 0). Vi fair 0 < xTAx = (A7'y)TA(A"'y) = yTA Ty som &r en skalir s att
(yTA Ty)T =yTA~Ty. Men (yTA-Ty)T =yTA~ly. Alltsd ir 0 < yT A~ y.

27: Symmetrisk ty (BBT)T = (BT)TB” = BBT.
Positivt definit ty x’ Ax = xTBBTx = (BTx)"BTx = ||IB7x||2 > 0 om x # 0 (x # 0 kan ej medféra att
BTx = 0 eftersom B ér ickesinguldr).

28: xTBx >0 om x #0. Tagx = e; # 0, det ger 0 < e/ Be; = ef [a, aT]T = a.
Tag xT = [0, yT] med godtycklig y # 0. detta medfér att

0<x'Bx=[0 yT][Z ZHO]:yTAy

b) Gor ansatsen (L dr en matris, 1 en vektor och A dr en skalir):
a al’ ] _[Xx 0 A1 ] a2 AT
a A| |[1 L||lo LT | |1 11"+LL"

sé A =y/a,1=a/A=a/\/aoch LLT = A -117 = A —aa’/a.

29: Studera foregdende 6vning. Om a har k element giller (i det steget) att 1 = a/+/a kréiver k£ multiplikationer
och en division 1 = a(1/y/a). A — 117 kriver k(k + 1)/2 additioner och multiplikationer (utnyttja symmetrin),
sa totalt

Z k+1 [:ZIHZHZ]_ [n—21)n+(n—1)n(2én—1)+1)]:

De k multiplikationerna bidrar endast med en n?-term.

c:a|3c,J

30: Hir &r en del av mitt svar i typsatt form.
No, it need not be the case. Consider:

2 1 1 0 2 1
S_[l 2]’D_[0 0.01]'Then DS_[O.OI 0.02]

Take xT = [1 — 10] then xTDSx = —6.1.
Looking at the slightly more general 2 x 2-case we get.

a b 1 0
s=15 ¢]-e=[0 al
with b not zero.

If B is positive definite then so is B + B”, since

x'Bx + (x’Bx)T B+ BTX

T
Bx = =
X" Bx > X 5
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In our case:

DS+MS)" =1 11 a)  2de

which is positive definite provided the determinant is positive, so if 4adc > b%(1 + d)? or 4ac/b* > (1 + d)?/d
which cannot hold when d — 0. So, in my numerical example d must be smaller than the smallest root to the
equation d? — 14d +1 =0, i.e. d < 0.0717967697.... When d is equal to this root, DS + (DS)7 is singular.

Looking at the 2 x 2-case, one can say that DS is positive definite if D is not too “badly scaled”.

Med mera matematik kan man visa mer och d& &ven i det allménna n x n-fallet. I den efterféljande brevvixlingen
stod det klart att fragestillaren inte riktigt visste vad positivt definit var i det osymmetriska fallet. Han hade
blandat ihop positivt definit med positiva egenvirden (han ville egentligen ha ett bevis for att DS har positiva
egenvirden). Om en matris #r symmetrisk sa dr den positivt definit om dess egenvirden dr positiva. Det dr
dock inte alltid sant om matrisen dr osymmetrisk. Jag skickade honom foljande exempel:

P[]

31:

(A +iB)(x +iy) = b +ic & Ax — By + i(Ay + Bx) = b + ic & [g N ] [;] = [ ‘;]

vilket kriver dubbelt s& mycket plats. Angdende operationerna: en komplex multiplikation, (a +i8)(y + i) =
ay — 36 +i(ad + B), tar sex operationer och en komplex addition, (o +48) + (v +i0) = (a + ) + (8 + 9), tar
tva operationer. Ett komplext system av ordningen n tar dirmed ungefiir (6 +2)n3/3 = 8n3/3 operationer. Ett
reellt system av ordningen 2n tar ungefir 2/3(2n)® = 16n°/3 operationer, dvs. det dubbla antalet. I det reella
systemet kommer operationerna i (*, +)-par. Detta giller dven det komplexa, eftersom en komplex * kriver
fyra reella * och tv4 reella +. En komplex + kriver tva reella +, s att den komplexa l6sningen kriver dubbelt
s& manga (*, +)-par.

32: a) Att 1osa systemet med GE kréver, fér eliminationssteget, (n — 1) +, * och / om vi inte behover pivotera
och det kriivs inget extra utrymme (om vi far forstora matrisen) dvs. vi klarar oss pa de 3n — 2 elementen. Vi
pivotering kan den den 6vre bandbredden 6ka med ett, som i bilden nedan, dér vi pivoterar de tva forsta stegen:

xx 0000 xxx000

xxx 000 xx 0000 0xxx00
0xxx00 0xxx00

etc.

Om vi pivoterar i varje steg sa krivs det n—1 / och + samt 2(n —1) *. Att 16sa det triangulira systemet kostar
(om vi inte pivoterar) ungefir 2n * och + samt n /. Sammanfattningsvis: att losa ett tridiagonalt problem
kriver ¢ - n operationer, dar c¢ ar ett litet tal.

Om vi beriknar inversen méaste vi kunna lagra en n x n-matris (dvs. n? element, se niista &vning). Att beriikna
inversen gors via LU-faktorisering (vi maste l6sa n system) vilket kriver O(n?) operationer. Att slutligen bilda
A~1b, givet inversen, kostar bara det ungefir n? 4+ och *. Att anviinda inversen kriver alltsd O(n?) operationer
och element. Gausselimination (LU-faktorisering) kriver O(n) operationer och element.

b) Man kan goéra en vildigt enkel algoritm nér matrisen, T, &r bade positivt definit och tridiagonal. Lat oss
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berikna Choleskyfaktoriseringen T = CC”. Hir foljer ett exempel dir n = 5:

(651 ﬂl 0 0 0 d1 0 0 0 0 d1 S1 0 0 0

,81 Q9 ,82 0 0 S1 d2 0 0 0 0 dg S92 0 0

0 ,82 Q3 ﬂ3 0 = 0 S9 d3 0 0 0 0 d3 S3 0

0 0 ,83 (67} ,84 0 0 S3 d4 0 0 0 0 d4 S4

0 0 0 54 (6% 0 0 0 S4 d5 0 0 0 0 d5
T c cr

Om vi identifierar element ser vi att a; = d2, f1 = dys1, as = 87 + d2, Ba = dasa, a3z = s5 + d3, B3 = d3s3 osv.
Om vi 16ser dessa ekvationer med avseende pa dj, och si (och i ritt ordning far vi) kan vi skriva ner f6ljande
Matlab-algoritm:

d(1) = sqrt(alpha(l));
for k = 1:n-1

s(k) = beta(k) / d(k);
d(k + 1) = sqrt(alpha(k + 1) - s(k) * s(k));
end

Nir vél har anvént a- och B-viardena kan de skrivas dver av motsvarande d och s virden. S&, om vi far forstora
T kan vi skriva programmet pa foljande vis:

alpha(1l) = sqrt(alpha(1));
for k = 1:n-1

beta(k) = beta(k) / alpha(k);
alpha(k + 1) = sqrt(alpha(k + 1) - beta(k) * beta(k));
end

Om négon kvadratrot inte existerar eller om en nidmnare #r noll, s& #r matrisen inte positivt definit. Om
hogerledet lagras i b 16ser foljande rutiner de trianguléra systemen och skriver 6ver b med x.

b(1) = b(1) / alpha(l);

for k = 2:n
b(k) = (b(k) - beta(k - 1) * b(k - 1)) / alpha(k);
end

b(n) = b(n) / alpha(n);
for k = n-1:-1:1

b(k) = (b(k) - beta(k) * b(k + 1)) / alpha(k);
end

Antalet operationer framgar klart av ovanstaende rutiner. Notera att inget extra minne behovs.

33: a) Lat oss forst bestdmma oss for vad vi skall bevisa. En tridiagonal matris, T, satisfierar ¢;, = 0 for alla
|7 — k| > 1. Det finns manga tridiagonala matriser som inte har full invers; ett exempel dr enhetsmatrisen (som
dessutom #r diagonal). Matrisen &r irreducibel om de sub- och superdiagonala elementen (¢x41,k, tk,k+1) alla dr
skilda fran noll. Aven inversen av en irreducibel matris kan innehalla nollor, ett exempel ges av:

-1

1100 1 0 -1 1
1 110 _ 0 O 1 -1
0111 T -1 1 0 0
0 011 1 -1 0 1

Antalet ickenollor i en stor (ickesinguldr) matris, av ovanstdende konstruktion, #r mindre #n hilften. Sadana
exempel dr dock otypiska. Berdknar man inversen av en tridiagonal slumpmatris blir den (néstan) alltid full.
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Elementen i inversen #r komplicerade funktioner (kvoter av determinanter) av elementen i T. (1, 2)-elementet i
inversen av en tridiagonal matris av ordning fyra &r t.ex.:

t1,2(ta,3t3,4 — t3,3t4,4)
det T

Vi ser att elementet i inversen &r noll om ¢; 5 = 0. Det &r ocksa noll om #4334 — t33ts4 = 0, men det &r
otypiskt i den meningen att vi maste ha bestimda viirden (som ger exakt kancellation). Hir f6ljer en stringent
formulering av det jag har valt att bevisa:

Sats: Lat T vara en godtycklig trldlagonal matris. For varje € > 0 existerar det en ickesingulér tridiagonal
matris T vars invers inte innehéller nagra nollor och dér |T — T| < € (elementvis jamforelse).

Satsen siger att det finns “gott om” tridiagonala matriser med fulla inverser. Ligg mirke till att det inte
finns lika gott om tridiagonala matriser med glesa inverser. I till exempel 2 x 2-fallet innehaller inversen nollor
bara om nagon av ay, ¥2, B2 eller as dr noll, ty

~1
[ ar V2 ] — 1 [ Q2 —2
B2 2 aiay — Bays —B2

S& om T~ &r full sa finns det inte en T, godtyckligt nira T, dir T~ #r gles.

Nu till beviset av satsen. Vi anviander induktion med avseende p& matrisens ordning, n. Betrakta forst fal-
letdan=1.T = (a). Om a # 0 sa existerar inversen och den &r full. Om « = 0 sa existerar inte inversen, men
en godtyckligt liten stérning (# 0) av T ger oss en inverterbar matris som #r full. Lat nu T vara en ickesinguliir
tridiagonal matris av ordning n och antag att T—! &r full (T kan alltsi vara en stord matris). Vi bildar nu en
matris av ordning n + 1 och stéller upp en ansats for inversen. Vi antar att «, 8 och v nedan alla &r skilda fran
noll (antingen fran borjan eller via en stdrning).

I 0| | T ey, G c] _[ TG+rye,bT Tc+dye,
0 1| | Bel « bl 5| | BelG +ab? Be, +ad
enhetsmatris ordni;g n+1 in;;rs

Detta ger oss fyra ekvationer. Tc + ve,, = 0 medfor att ¢ = —dyT " le,, vilken &r full om § # 0. § = 0 &r inte
mojligt, ty det medfor att ¢ = 0 vilket medfér att Sc, + ad = 1 inte kan vara sant. Alltsa dr 6 # 0 och ¢ ar
full. Det kvarstar att visa att G och b &r fulla. fel G + ab® = 0 ger oss ett uttryck for b som vi kan anviinda

i TG + ve,b” =I. Detta ger
{T - ﬂlen ] G=1I

Anvinder vi 6vning 17, i detta kapitel, ser vi att

By
a(l — %’eZT—len)

G=T'+T leelT

G existerar om 1 — J—eTT e, # 0. Genom att stora a, § och v kan vi alltid se till att s& &r fallet. Vi kan
ocksé se till att G blir full (eftersom T~ &r det). Eftersom slutligen b7 = —(8/a)el G ér dven b full.
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