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1.3 Losningar till kapitel 3

1: Ett linjirt minstakvadratproblem har alltid minst en 16sning (om A har linjért beroende kolonner sé finns
odndligt ménga). Foljande linjira ekvationssystem saknar 16sning (de tva sista ekvationerna kan inte satisfieras):

10 -1
1 1 |x= 0
11 1

For att 16sa minstakvadratproblemet stéller vi upp normalekvationerna:

[1 11 ] } ? .= [1 1 1] _é
011 11 011 .
AT —_—— AT N——

eller
3 2 <= 0
2 2 11

som har den entydigt bestimda losningen x = [—1,1.5]7. Vi kan, pa skoj, g& vidare och rikna ut residualvektorn:

1071, -1 0
r=|11 [ L5 ]-— 0|=] 05
11 ' 1 ~0.5

A * b

Vi noterar att r dr ortogonal mot bada kolonnerna i A och dirmed ortogonal mot alla linjirkombinationer av
kolonnerna (bildrummet).

2:

b=[2.57.02.96.4-3.0-5.8-17.4 -31.2 -36.7 -51.2 ]7;
t = (1:10)7;

A = [ones(10, 1) t t."2];

x=A\ b; % Minimera || A x - b ||_2 dver x

r =b - A * x; % beridkna residualvektorn

norm(r) % blir 7.7023

norm(b) % blir 73.4288

tfin = 0:0.1:10; % t-vérden foér att plotta den heldragna kurvan

figure(1) % aktivera figurfdnster ett
hold off % "losgor" eventuella kurvor
plot(t, b, ’0’) Y’ mitpunkterna

hold on

% plotta kurvan

plot(tfin, x(1) + x(2) * tfin + x(3) * tfin."2)
xlabel(’t?)

ylabel(’b?)

title(’Uppgift 27)

grid on
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% Ett alternativ

polyfit(t, b, 2); % OBS annan ordning pa x (blir RADvektor):
h x(1)*t72 + x(2)*t + x(3)

™
1]

tfin = linspace(0, 10); % ger 100 punkter

figure(1)

hold off

plot(t, b, ’bx’, tfin, polyval(x, tfin), ’r’, ’Linewidth’, 2)
xlabel(’t’, ’Fontsize’, 16, ’Fontweight’, ’Bold’)

ylabel(’b’, ’Fontsize’, 16, ’Fontweight’, ’Bold’)
title(’Uppgift 2°, ’Fontsize’, 16, ’Fontweight’, ’Bold’)
set(gca, ’Fontsize’, 16, ’Fontweight’, ’Bold’)

grid on

Uppgift 2 Uppglft 2

-60 I I I I I L L L L _600 ‘2 4‘ é é 10
1 2 3 4 f 6 7 8 9 10 t
3: Om A har ortogonala kolonner s& ir ATA = D, diir D = diag(alTa;,ala,,...,ala,). Antag att ingen ko-
lonn har lingden noll, dd &r matrisen D ickesinguldr med invers D~! = diag(1/||a1]|3,1/|az||3,-- -, 1/||ax|[3)-

Losningen till minstakvadratproblemet kan skrivas (normalekvationerna) x = (ATA)"'ATb (ty om A har
ortogonala kolonner och inga nollkolonner s& maste den ha full kolonnrang. Varfér?) Sa, x = D~'ATb eller
o, = ag b/[lax|l3.

4: Problemet dr att Ng och X €j ingar linjirt i modellen varfor vi inte kan anviéinda miny ||Ax — b||2 direkt.
Idé: logaritmera

logN(t) =logNo— X t

1 Z2
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Vi far da ett linjért problem i de nya variablerna x; och 5.

1 —t]_ IOg N1
. 1 —t9 |: 1 :| IOg N2
min R R - .
1,72 : T2 :
1 —t, \_\x’—/ log N,
S—— N—
A b 2

Vi sétter sedan Ny = e** och A = z».

5: Vi borjar med tvanormen. A och b har 2n + 1 rader och ser ut som:

M1 —n ] [0 ]

1 —(n-1) 0

A=1|1 -1, b=1|0
1 0 1 «~—radn+1

| 1 n | L 0 ]

Vi noterar att vi kan utnyttja foregaende uppgift eftersom A har ortogonala kolonner. Losningen blir alltsa

T aiaTe | 2n+1 0 Tr1] [ 1@n+1)
x=(ATA)TATB =1 2n(n+1)(2n+1)/6] [0]_[ 0 ]

Den rita linjen ges alltsd av f(t) = 1/(2n + 1) (konstant oberoende av t). Nu till maxnormen. Man gissar att
f(@t) =1/2ty dadr |1 — f(t)] = |0 — f(t)|- Det maste gilla att f(0) = 1/2 ty annars &r |1 — f(0)] > 1/2 eller
|£(0)| > 1/2. Derivatan maste vidare vara noll annars &r nagon av |f(1)] eller |f(—1)| storre dn 1/2. Slutligen
ettnormen. Man gissar att f(¢t) = 0, som ger normen ett. Om f(¢t) = sa ér ||[Ax—b||s =2néd+1-6 > 1. Om
£1(8) # 0 s blir |F(—1)] + [F(1)] > 1.

Slutsatsen &r att vi far tre parallella linjer och att maxnormslinjen paverkas mest av utliggaren. Ettnormslinjen
paverkas minst och tvanormslinjen ligger emellan de andra tva.

6: Vi vet att r skall vara ortogonal mot A:s bildrum. Endast c-vektorn &r det.

7: Vi kollar: xT AT Ax = (Ax)T (Ax) = ||Ax||2. Det sista uttrycket kan inte vara negativt (det &ér ju en norm).
Sa fragan &r om det kan vara noll dven om x # 0. ||Ax||» = 0 = Ax = 0 vilket inte kan intréffa eftersom A
har full kolonnrang enligt forutséttningarna.

8: a) Antag att A ir reell och undertrianguliir. Eftersom A dessutom #r ortogonal giller att AAT = I. Inner-
produkterna mellan forsta raden i A och kolonnerna i AT blir @1.101,1, @1,162,1, G1,103,1,---,01,10n,1 eftersom
forsta raden i A endast innehéller ett element skilt fran noll (n&mligen a1,1). Men eftersom forsta raden i en-
hetsmatrisen har nollor utom i forsta positionen maste az;1 = a3 ...an,1 = 0. Vi kan nu utnyttja induktion
och upprepa resonemanget for andra kolonnen i A osv.

b) Det maste gilla att aj , = 1 s att ag = 1.

9: Detta &r en form av generalisering av foregdende 6vning. Vi kollar:

A B]'[A B]_[AT o A B] _[ATA ATB
0 C 0o c| | BT CT 0 C| | BTA B'B+C’C
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vilket skall vara lika med enhetsmatrisen. Detta inneb#ir att AT A = I, si att A #r ortogonal. ATB skall vara
nollmatrisen vilket, eftersom A #r ortogonal och dirmed ickesinguldr, medfor att B = 0. Detta medfor slutligen

att C ar ortogonal, ty BTB + CTC =1

10: a) LAt oss numrera likheterna 1), 2) och 3). 1)+2) = 3) eftersom 2) 6vergar i 3) om vi anvéinder symmetrin.
1) + 3) = 2) eftersom vi kan byta ut det forsta A:t i 3) med AT. 2) + 3) = 1) ty 2) medfor att A &r
ickesinguldr. Darmed galler (multiplicera med A~! fran hoger) att AT = A~!. Gor vi samma operation med

3) far vi A = A~1. dessa tillsammans medfor 1).
b) Ett exempel ges av

1 0 0
0 cos¢ sing
0 sing —cos¢

11: Matrisen ér en s kallad speglingsmatris eller Householdermatris (efter den kiinde numerikern Alston S.
Householder). H anviinds for att berikna QR-faktoriseringen pé ett stabilt sitt. Sétt v = 2/(vIv), d& ar
H =1-vvvl. Symmetri? H = (I — yvvD)T =17 — (ywv1)T =T —y(vT)Tv? =1 - yvv? = H. Ortogonal?
H'H = H? = (I-yvv!)(I—-yvvl) = I-2yvv? +42vvIvvT. Notera att vI'v ér en skalér och att y2v! v = 2v.

Alltsa H'H =1 — 2yvv! + 2yvvl =1.

12: Q = a/||a||2, R = ||a||2- = ges av Rz = QTb si

aT 1 aTb aTb

T = a| =

lall>"[lall: — [lall — a

vilket, givetvis, 4r samma resultat som normalekvationerna ger.

13: Lat e vara vektorn av ettor och tag e; som forsta kolonnen i enhetsmatrisen. D3 giller u = e — ae; med

a = £||e||s = £2. Kontroll (med Matlab):

>> n = 4;

>> e = ones(n, 1);

>> el = zeros(n, 1); el1(1) = 1;
norm(e)

>> alfa =
alfa

N n

>>u
u =

N = = = =

>>

H =
0.5000
0.5000
0.5000
0.5000

> H * e

ans =
2

e - alfa * el

u / norm(u);
> H = eye(4) - 2 *x v x v’

0.5000
0.5000
-0.5000
-0.5000

0.5000
-0.5000
0.5000
-0.5000

0.5000
-0.5000
-0.5000

0.5000
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0
0
0
Vi noterar att I — 2uu?/(uTu) = I - 2vv? med v = u/||uf|>.
Nu gér vi samma sak med a = —2, som #r béttre ur kancellationssynpunkt (atminstone i det allménna fallet).
>> alfa = -norm(e)
alfa =
-2
>>u =e - alfa * el
u =
3
1
1
1
>> H = eye(4) - 2 *x v *x v’
H =
-5.0000e-01 -5.0000e-01 -5.0000e-01 -5.0000e-01
-5.0000e-01  8.3333e-01 -1.6667e-01 -1.6667e-01
-5.0000e-01 -1.6667e-01 8.3333e-01 -1.6667e-01
-5.0000e-01 -1.6667e-01 -1.6667e-01 8.3333e-01
>>H *x e
ans =
-2.0000e+00
5.5b611e-16
6.1062e-16
6.6613e-16

14: S3a hir ser ett program ut:

A =[111;124; 1409; 14 16];
b = [4 10 20 25]7;
[n, p] = size(A);
el = zeros(n, 1);
el(1) = 1;
for j = 1:p
nl =n-3j+1;
alpha = —-norm(A(j:n, j)) * sign(A(j, j));
u = A(j:n, j) - alpha * el(1l:nl);
u = u / norm(u);
A(j:n, j) = zeros(nl, 1); A(j, j) = alpha; % vet vi
for k = j+1:p
A(j:n, k) = A(j:n, k) - u * (2 *x (u’ * A(j:n, k)));
end
b(j:n) = b(j:n) - u * (2 * (W * b(j:n)));
end

x = A(l:p, 1:p) \ b(1:p)
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x = 0.0638
3.4184
0.7047
A =-2,0000 -5.5000 -15.0000
0 2.5981  10.1999
0 0 4.9963
0 0 0

b’ = -29.5000 16.0696 3.5211 0.3467

15: Vi sétter upp normalekvationerna och far

o o [x=lan ] = x=Lue]

Vi séitter nu upp normalekvationerna for det storda problemet, dvs. (A + E)T(A + E)y = (A + E)Tb. S3
1 0 _ b o = b1 - b1
0 o2+e |Y™ oby + €bs y= Gobgi:gg ~ abgatebs
Sa
x| 0
YTXR 52| by
vilket man kan visa &r lika med

IEllrta) | ) |

Notera kvadraten pa konditionstalet. b3 &dr den del av b som inte tillhér matrisen A:s bildrum.

Nu till den svarare delen. Eftersom rang(A) = 2 i vart exempel vill vi hitta F s att rang(A+F) = 1. Det medfor
att det existerar z # 0 sa att (A+F)z = 0, dvs. sd att Az = —Fz. Tag normer, ||Az||3 = || —Fzl||2 < ||F||2||2||2-
Sa [|F||2 > ||Az]||2/]|z||2- Men for varje téinkbar z giller att

Azl _ 2 +0%F _
=B~ A+4 -

IF|3 >

Sa varje tinkbar F maste uppfylla ||F|]o > o. Vi testar nu med den speciella F som &r noll forutom (2, 2)-
elementet som dr —o. Med detta val dr rang(A +F) = 1 och ||F||» = o. Eftersom ||A||2 = 1 &r da k2(A) = 1/0.

16: Ickelinjért problem:
min ¢(), ¢(a) = (e —b1)® + (¥ — by)?

Vi deriverar; ¢/ (a) = t1€* (e®% — by) + toe™2(e®*2 — by). Vi vill 16sa ¢'(a) =0da t; =1, t2 =2 och by = 1/2
och far ekvationen: 0 = e“(e® — by) + 2e*(e?® — 1/2) = €>* — bre® + 2e*® — e2* = 2¢1* — be®. Si att,
a = (loghy —log?2)/3. For att fa ett linjért problem logaritmerar vi (antar att by > 0) och far aty ~ log by.
Minstakvadratproblemet blir dirfor

min (t1a — log b1)2 + (tga — log b2)2
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varfor (via normalekvationerna eller derivering): a = (t1 log by + t2log ba)/(t3 +t3) = (log by — log4)/5. Samma-

fattningsvis far vi de tva a-virdena:

logb; —log2
3

logb; — log4

, och ag, = 3

Qickelin —

17: Eftersom fI(1+€2) = 1 s& blir AT A en matris av idel ettor. Den exakta QR-faktoriseringen ges av foljande
uttryck (med w = V1 + €2).

1 €
1/w
= = -1 2 = w /
q1 (6) /Tl,la q2 € l/w /T2,27 R 0 (G/W) ].+(/J2

Med flyttalsrikning far vi: r1 1 = fl(||a1]]2) = 1 sd att fl(q1) = a1. r12 = fl(q¥'as) = 1 (pga blandningen av et-
tor och nollor). t = fl(az—r12q1) = [0, —€,€]T. 20 = fI(||t||2) ~ €V/2. q2 slutligen blir nira [0, —1/v/2,1/v/2]7.
Sa hir ser det ut i Matlab:

% QR
>> e = 27-27
e = 7.450580596923828e-09

>> 1 + exe - 1 % Kontroll

ans = 0
> A=[1e0; 10 e]’
A = 1.000000000000000e+00 1.000000000000000e+00
1.490116119384766e-08 0
0 1.490116119384766e-08
>> R(1, 1) = norm(A(:, 1));

>> Q(:, 1) = A(:, 1) / R, 1);
>> R(1, 2) QC:, 1) * AC:, 2);
>t = A(:, 2) - Q(:, 1) * R(1, 2)
t= 0
-1.490116119384766e-08
1.490116119384766e-08

>> R(2, 2) = norm(t);

> Q(:, 2) =t / R(2, 2)

Q = 1.000000000000000e+00 0

1.490116119384766e-08 -7.071067811865475e-01

0 7.071067811865475e-01

>> R

R = 1.000000000000000e+00 1.000000000000000e+00
0 2.107342425544702e-08

% Normalekvationerna gar inte att anvénda hir.
>> A7 x A
ans =
1 1 % Notera att matrisen &r singulédr
1 1
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