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Vad är numerisk analys?
Numerisk analys handlar om hur man löser beräkningsproblem påett säkert o
h e�ektivt sätt med hjälp av dator.
Några viktiga komponenter:

• Problemets egenskaper� Problemen kommer från naturvetenskap, teknik,matematik et
.� Existerar det någon lösning?� Är den entydig?� Vad händer med lösningen när man ändrar indata något?
• Algoritmens egenskaper:� Hur snabb är metoden, implementationen?� Hur my
ket minne går åt?� Vilka fel introdu
eras av algoritmen (avrundningsfel et
)?
• Beräkningsredskapets egenskaper:� Datorarkitektur. Möjligheter/begränsningar.� Parallellitet.� Programspråk o
h kompilatorer.På följande sidor kommer några korta exempel på ovanstående,men först några ord om skillnaderna mellan ren matematik o
hnumeriska beräkningar.I grundläggande matematik-kurser ser man normalt endastproblem som kan lösas exakt o
h med handräkningsmetoder.Det är därför enkelt att dra den felaktiga slutsatsen att allaproblem kan lösas på detta vis. 2

Flertalet verkliga problem är do
k för kompli
erade att lösaexakt o
h även om det går så är det kanske inte intressant.Maple kan beräkna:
∫

x10ex dx =

[
3628800 − 3628800x+ 1814400x2 − 604800x3+

151200x4 − 30240x5 + 5040x6 − 720x7 + 90x8−
10x9 + x10

]
ex + konstanto
h ∫ 1

0

x10ex dx = 1334961 e− 3628800

Jämför i Matlab
>> i = quadl(@(x) x.^10 . * exp(x), 0, 1)
i = 2.280015154878251e-01med ett fel mindre än 4 · 10−10. I en verklig tillämpning duger detkanske med fyra si�ror.

∫ 1

0

arctan(ex) dxkan ej uttry
kas på något enkelt sätt. Do
k
>> i = quadl(@(x) atan(exp(x)), 0, 1)
i =

1.017430583002258e+00

Dessa problem är enkla jämfört med många verkliga problem. Ettsystem av di�erentialekvationer kan normalt endast lösas approxi-mativt o
h även det kan vara svårt (väderprognoser).
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Hur många si�ror behöver man i tillämpningar?Några exempel:Säg att vi skall tillverka en stålstav med längden 1m. Hur mångasi�ror är det rimligt att ange? De �naste passbitarna (dyra o
hmy
ket noggrant polerade mätblo
k) har en avvikelse påomkring ±10−6m. En väteatom har en storlek ≈ 10−11m.Typen double i Java, C et
. tar 64 bitar, drygt 16 de
imaler.Vanliga elektriska motstånd har en osäkerhet om5-10%, 0.1% för pre
isionsmotstånd.Från NIST (National Institute of Standards and Te
hnology) Spe-
ial Publi
ation 333, 2001 Edition, The International System ofUnits (SI) http://physics.nist.gov/Pubs/pdf.htmlThe unit of mass, the kilogram, is the mass of the internationalprototype of the kilogram kept at the BIPM (Bureau Internationaldes Poids et Mesures). It is a 
ylinder made of an alloy for whi
hthe mass fra
tion of platinum is 90 % and the mass fra
tion ofiridium is 10 %. The masses of 1 kg se
ondary standards of thesame alloy or of stainless steel are 
ompared with the mass of theinternational prototype by means of balan
es with a relative un-
ertainty approa
hing 1 part in 109.The mass of the international prototype in
reases by approxima-tely 1 part in 109 per year due to the inevitable a

umulation of
ontaminants on its surfa
e. For this reason, the CIPM (ComitéInternational des Poids et Mesures) de
lared that, pending furtherresear
h, the referen
e mass of the international prototype is thatimmediately after 
leaning and washing by a spe
i�ed method (PV,1989, 57, 104-105 and PV, 1990, 58, 95-97). The referen
e mass thusde�ned is used to 
alibrate national standards of platinum-iridiumalloy (Metrologia, 1994, 31, 317-336).
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In the 
ase of stainless-steel 1 kg standards, the relative un
ertaintyof 
omparisons is limited to about 1 part in 108 by the un
ertaintyin the 
orre
tion for air buoyan
y. The results of 
omparisons madein va
uum, though una�e
ted by air buoyan
y, are subje
t to addi-tional 
orre
tions to a

ount for 
hanges in mass of the standardswhen 
y
led between va
uum and atmospheri
 pressure.Mass standards representing multiples and submultiples of the ki-logram 
an be 
alibrated by a 
on
eptually simple pro
edure.
Slutsats: det rä
ker oftast med några få si�ror.
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Att förstå sitt problemEtt generaliserat egenvärdesproblem: Ax = λBx.
A o
h B är stora o
h glesa matriser.Saab: Ditt program gör fel. Vi får olika egenvärden varje gång.

A =

[
2 0

0 0

]

, B =

[
1 0

0 0

]

Vi ser att [
2 0

0 0

] [
1

0

]

= 2

[
1 0

0 0

] [
1

0

]men [
2 0

0 0

] [
0

1

]

= λ

[
1 0

0 0

] [
0

1

]

för varje komplext tal λ. Singulärt matrisknippe.
Låt oss störa matriserna:

A =

[
2 ǫ

ǫ 0

]

, B =

[
1 δ

δ 0

]

Sekularekvationen, det(A− λB) = 0, blir:
(δλ− ǫ)2 = 0så att det dubbla egenvärdet är λ = ǫ/δ för alla δ 6= 0 o
h ǫ oavsetthur små de är.
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>> A % Ett linjärt ekvationssystem
A =

-0.1537 0.8538 0.6535 0.1342
0.6678 -0.1268 -0.1732 -0.1248
1.5560 -1.0140 -1.0986 -0.5522

-0.1248 0.0686 0.3664 0.3467

>> b
b =

0.2042
-0.1849
-0.0358
-0.9607

>> x = A \ b % lös A x = b
x =

-0.7033
1.4745

-1.4029
-1.8333

>> f % mätfel kanske
f =

1.0e-10 * % OBS: 1e-10
0.3399

-0.8218
0.4035
0.2154

>> A \ (b + f)
ans =

1.0e+04 * % OBS: 1e4
-0.1257
-2.1861

3.5091
-3.3217 7

Följande bild visar prestanda för två rutiner för matrismultiplika-tion, A = BC, där samtliga ingående matriser är kvadratiska meddimension n (x-axeln).y-axeln visar antalet miljoner �yttalsoperationer (+, *) per se-kund som �yttalsenheten (FPUn) i CPUn presterar. �dgemm� ärhämtad från IBMs beräkningsbibliotek, ESSL (Engineering S
ien-ti�
 Subroutine Library). Rutinen ligger nära maskinens teoretiskatoppfart.�rad-kolonn� är algoritmen från kursen i linjär algebra. Det är ing-et fel på denna metod när man handräknar, men den är hopplöstine�ektiv på moderna datorer. Det beror på att FPUn är my
ketsnabbare än primärminnet: FPUn får vänta på matriselement atträkna med. I dgemm-rutinen har a

essmönstret av matriselemen-ten ändrats så att 
a
he-minnena kan utnyttjas mer e�ektivt, vilketleder till inga eller korta väntetider.Kodning blir mer kompli
erad, vilket är en av �era anledningar tillatt vi inte ska studera verkliga implementationer.
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Mål med kursen: numerisk allmänbildning.Kunna svara på frågor som (för några problemklasser):
• Hur fungerar numeriska algoritmer?
• Hur ser typisk numerisk programvara ut?
• Vilka typer av problem, inom problemklassen, är möjliga attlösa?
• Är problemet svårt eller enkelt?
• Vilken programvara kan jag välja bland?
• Kan jag lita på resultatet?
• Tog beräkningen rimlig tid?
• Gi
k det åt för my
ket minne?
• Hur stort problem av denna typ kan jag lösa?

Målet är inte att Du skall kunna skriva numerisk programvara.Vi kommer att studera prin
iper, inte verkliga implementationereftersom dessa är alltför tekniskt kompli
erade.
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Kursinnehåll1. Konditionstal, stabilitet2. Flyttalsaritmetik3. Ax = b4. Minstakvadratproblem5. System av i
kelinjära ekvationer6. Interpolation7. Kvadratur8. Ordinära di�erentialekvationer9. HPC (High Performan
e Computing)
Laborationer:1. Flyttalsaritmetik, Ax = b2. Minstakvadratproblem samt f(x) = 03. Kvadratur o
h ODEODE-avsnittet kan vara av intresse för fysikerlinjens studenterredan nu (var det 2009 i alla fall).
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Diverse felkällorFel som vi som numeriker inte kan göra så my
ket åt

• modellfel, bortser från luftmotstånd, friktion
• mätfel, vågar et
. är inte exakta mellanavrundningar

Vi är intresserade av olika typer av beräkningsfel:
Avrundningsfel:
>> 49 * (1 / 49) - 1
ans = -1.1102e-16

Trunkeringsfel : ex ≈
N∑

k=0

xk

k!

Diskretiseringsfel : f ′(x) ≈ f(x+ h) − f(x)

hViktigt att välja �lagom stort� h.
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Om stort o
h småttLåt x̂ vara en approximation av det exakta värdet x.
• absoluta felet = x̂− x

• relativa felet = x̂−x
x
, om x 6= 0

Absoluta fel är ointressanta om vi inte vet ungefärhur stort x är.Är 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta värdet är 2, meninte om det exakta värdet är 109.De relativa felen är 0.7 respektive 1.4 · 10−9.
På samma sätt kan det absoluta felet 10−20 vara stort eller litet.Det är viktigt att känna till problemets skalning.Vilken storleksordning har de tal vi arbetar med?Relativa fel säger något även om vi inte känner till problemetsskalning. Vi kommer därför att vara mer intresserade av relativafel än av absoluta fel.
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Tema: nollställen till polynomBeräkna rötterna till (x− 1)5 = 0 i Matlab (där vi räknar med 16si�ror). Matlab vill ha en vektor med koe�
ienter:
(x− 1)5 = x5 − 5x4 + 10x3 − 10x2 + 5x− 1

>> r = roots([1 -5 10 -10 5 -1]) % koefficienter

r = 1.0008 + 0.0006i % rötterna
1.0008 - 0.0006i
0.9997 + 0.0009i
0.9997 - 0.0009i
0.9990

>> abs(r - 1) % felen?
ans = 1.0e-03 *

0.9625
0.9625
0.9625
0.9625
0.9625

Varför? Lös
(x− 1)5 = ǫ ⇒ x = 1 + ǫ1/5

Om ǫ = 10−15 så är ǫ1/5 = 10−3. Nollställena till polynomet (x−1)5är tydligen känsliga för störningar i koe�
ienterna.
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Är det alltid svårt att beräkna nollställen?
>> c = [1 -15 85 -225 274 -120]; % koefficienter
>> r = roots(c); % de exakta röttena = 1, 2, 3, 4, 5
>> fel = sort(r) - (1:5)’
fel =

-4.9960e-15
6.6613e-14

-1.5010e-13
9.6811e-14

-8.8818e-16Rötter hos ett komplext 6-egradspolynom när vi stör x5-termen.
x6 + (c5 + k δ)x5 + · · · + c0, k = 0, 1, 2, 3 . . .Ringarna visar rötternas begynnelsepositioner, k = 0.
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Vi kan betrakta rötterna som funktioner av koe�
ienterna.

INDATA UTDATA

r = rötterc = koefficienter

r = f(c)

c r

Vad händer när vi stör koe�
ienterna (indata i det allmänna fal-let)? Det är viktigt att känna till om vårt problem är känsligt ellerej.

rc

δc +
r + δ

c r

Om liten relativ ändring av indata ger en liten relativ ändring av re-sultatet säger man att det aktuella problemet är välkonditionerat.Om resultatet ändrar sig my
ket är problemet illakonditionerat.
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Konditionstalet är kvoten mellan de relativa förändringarna, dvs.
konditionstalet =

|δr|/|r|
|δc|/|c|

Att beräkna konditionstalet är inte alltid möjligt; det kanvara lika svårt som att lösa det egentliga problemet. För vissaproblemtyper är det överkomligt. Ibland är det do
k möjligt attkonstruera en uppskattning κ så att
|δr|
|r| ≤ κ

|δc|
|c|Det rä
ker att känna till storleksordning på κ.Är κ ≈ 10 eller är κ ≈ 108?

Exempel:Hur känsliga är rötterna, till ekvationen x2 + ax+ b = 0, för änd-ringar i a o
h b?Rötterna r1 o
h r2 är funktioner av a o
h b; r1(a, b), r2(a, b).Låt r bete
kna en av rötterna o
h låt r + δr bete
kna den stördaroten när vi ändrar koe�
ienterna med δa respektive δb. Vi harsambandet:
(r + δr)

2 + (a+ δa)(r + δr) + b+ δb = 0

16



Detta kan skrivas
r2 + ar + b
︸ ︷︷ ︸

0

+δr(2r + a) + δar + δb + δ2
r + δaδr

︸ ︷︷ ︸
≈0

= 0

Vi får det approximativa sambandet:
δr ≈ −δar + δb

2r + a
⇒ |δr| /

|δar| + |δb|
|2r + a|

Eftersom r1 o
h r2 är rötter så gäller att:
(x− r1)(x− r2)
︸ ︷︷ ︸

x2−(r1+r2)x+r1r2

≡ x2 + ax+ b ⇒ −(r1 + r2) = a

alltså är 2r1 + a = r1 − r2, gapet. Låt g = |r1 − r2|, då gäller:
|δr| /

|δar| + |δb|
gSlutligen vill vi ha relativa störningar:

|δr|
|r| /

1

|r|

[|r||a|
g

|δa|
|a| +

|b|
g

|δb|
|b|

]

≤ |a| + |b/r|
g

︸ ︷︷ ︸
≈ konditionstalet

max

[|δa|
|a| ,

|δb|
|b|

]

Observera att detta är en uppskattning av konditionstalet. Detär inte heller beräkningsbart eftersom vi måste känna r1 o
h r2.I praktiken kan man (kanske) uppskatta r1 o
h r2 med de beräk-nade rötterna. En viktig lärdom är att vi nu vet att gapet mellanrötterna är viktigt.
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BakåtanalysVi har sett s.k. framåtanalys: givet δc vad blir
f(c+ δc) − f(c)Detta kan, som vi har sett, ge väldigt pessimistiska svar.Ett alternativ är följande: givet approximationen r̂ till detexakta värdet r hur my
ket måste vi ändra c för att r̂ skall bli enexakt lösning till det störda problemet? Vi söker alltså δc sådantatt
f(c+ δc) = r̂Man kallar detta bakåtanalys. Detta på grund av att vi tittar påindatasidan i stället för på resultatsidan.

Exempel: Låt
p(x) = (x− 1)(x− 1.0001) = x2 − 2.0001 x+ 1.0001Vi vet sedan tidigare att konditionstalet har storleksordningen 1/(1.0001−

1) = 104.Antag att vi på något sätt har produ
erat de dåliga approxima-tiva rötterna 1.11 o
h 0.895. De relativa felen är ungefär 11%.Det störda polynomet (som har rötterna 1.11 o
h 0.895) är:
(x−1.11)(x−0.895) = x2−2.005x+0.99345 ⇒

{ |δa| ≤ 5 · 10−3

|δb| ≤ 7 · 10−3Detta innebär att vi har löst �nästan rätt problem�; vi har gjortett relativt bra jobb med att beräkna rötterna. Att våra rötter ärdåliga approximationer beror på att problemet är illakonditionerat.
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Stabila algoritmerMan kan ofta lösa ett beräkningsproblem på olika sätt.
x2 + ax+ b = 0 har rötterna − a

2
±

√
(
a

2

)2

− bFår vi ett bra program om vi skriver in ovanstående formler i ko-den? Nej, inte alltid. I en dator räknar vi med begränsat antalsi�ror. Om a är my
ket större än b så kanske inte b kommer mednär vi beräknar (a
2
)2 − b. Detta svarar mot att b = 0 så att enberäknad rot blir noll. I detta fall är gapet stort så att rötterna ärvälkonditionerade.Det är algoritmen det är fel på! Det är i allmänhet ingen bra idéatt kopiera formler direkt ur bö
ker.Det �nns bättre algoritmer; se övningarna.En stabil algoritm genererar resultat som är exakta för ettlite stört problem.

Algoritm

Exakt
beräkning

liten
störning

ursprungs
data
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Om vi löser ett problem med en stabil algoritm får vi då ett resultatmed ett litet fel?Det beror på om det lilla bakåtfelet förstoras eller ej.
Välkonditionerat problem + stabil algoritm ⇒litet fel i resultatet.

Exakt

Algoritm

störning
data

liten

Exakt

ursprungs

Om vi appli
erar en stabil algoritm på ett illakonditioneratproblem löser algoritmen fortfarande nästan rätt problem.Det lilla felet i indata kan do
k ge upphov till ett stortfel i resultatet.

Exakt

Algoritm

störning
data

liten

ursprungs

Exakt
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FlyttalsaritmetikFlyttal (tal med �ytande de
imalpunkt):
x = ±

(

d0 +
d1

β
+
d2

β2
+ . . .+

dt−1

βt−1

)

βe, 0 ≤ dk ≤ β−1, L ≤ e ≤ U

β bas (vi kommer att ha β = 2)
t pre
ision
[L,U ] exponentomfång
d0d1 · · · dt−1 mantissaIEEE 754 (Institute of Ele
tri
al and Ele
troni
s Engineers, In
.)de�nierar enkel o
h dubbel pre
ision (bland annat).Vi antar att β = 2 från o
h med nu:

bas t L U
2 24 -126 127 32 bitar
2 53 -1022 1023 64 bitarEtt tal 6= 0 är normaliserat om d0 6= 0.Om β = 2 så är då d0 = 1 varför man inte lagrar d0.I minnet lagras ett 64-bitars �yttal med en te
kenbit, en exponenttill vilken man adderat 1023 (för att slippa te
ken på exponentenbl.a), samt mantissan (utom den inledande ettan).Exempel: -3.25 är (−1)1 · 1.101 · 21 i binär form.Te
kenbiten är ett, exponenten (ett) lagras som 1 + 1023 = 210o
h av mantissan lagrar vi 101, varför vi bör hitta följande bitar iminnet:

1 100 0000 0000 1010 0000 ... 0000 0000
s exponent 11 bitar mantissa 52 bitar lagrasHexade
imalt (bas 16) gruppera fyra bitar / hex-si�ra
c00a000000000000 (a <-> 1010, c <-> 1100)a=10, b=11, 
=12, d=13, e=14 o
h f=15.21

I Matlab
>> format hex
>> -3.25
ans = c00a000000000000Det �nns spe
iella bitformat för diverse spe
ialfall, t.ex.:
>> [0, -0]
ans = 0000000000000000 8000000000000000

Antalet olika tal är: 2(β − 1)βt−1(U − L+ 1) + 1dvs 4.2614 · 109 i enkel pre
ision o
h 1.8429 · 1019 i dubbel.Att testa en funktion för alla �yttal i dubbel pre
ision är nästanomöjligt. 109 tester per sekund ger 584.4 år.Minsta positiva representerbara normaliseradetalet = 2L ≈ 1.17 · 10−38 i enkel o
h ≈ 2.2 · 10−308 i dubbel.Det största representerbara talet har största exponenten o
h ettori hela mantissan. I enkel pre
ision ≈ 3.4 · 1038, i dubbel 1.8 · 10308.Tal större än denna gräns ger over�ow.
>> 1e-200^2 % e har INGET med exp att göra
ans = 0 % underflow

>> 1e200^2 % overflow
ans = Inf % Infinity

>> log(0)
ans = -Inf % -Infinity

>> sin(1/0)
ans = NaN % Not a Number22

Ett enkelt talsystem med β = 2, t = 4, L = −3, U = 3.
Samma system inzoomat kring nollan.
Att lägga märke till: ett minsta positivt tal, ett största tal,ej kontinuerligt, grupperat, gap kring nollan, ökande avståndmellan talen.Vad är avståndet, gapet, mellan två grannar?
Det absoluta gapet ökar med talets storlek.I dubbel pre
ision är det absoluta gapet ≈ 2.2 · 10−16 kring ettan,men ≈ 2 · 10292 kring over�owgränsen.Den relativa skillnaden, gapet dividerat med talet, varierarnågot med talet, men är ungefär 1.1 · 10−16 till 2.2 · 10−16 i dubbelpre
ision.Vi räknar med ungefär 16 de
imala de
imaler idubbel pre
ision.
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Exempel:för vilka k ≥ 0 kan 10k lagras exakt i dubbel pre
ision?
1022 kan representeras exakt.
1023 lagras som 99999999999999991611392.Det absoluta felet verkar �stort�:
99999999999999991611392 − 1023 = −8388608.Det är nu inte så farligt som det verkar, eftersom detrelativa felet är:
8388608/1023 ≈ 8.3 · 10−17.
Negativa exponenter är �svårare�, 0.1 kan t.ex. inte lagras exakti binärt format med ändlig mantissa.
∞∑

k=1

[
1

24k
+

1

24k+1

]

=
3

2

∞∑

k=1

1

24k
=

3

2

∞∑

k=1

1

16k
=

3

2

1

16

1

1 − 1/16
= 0.1

varför den binära framställningen av 0.1 kan skrivas;
0.000110011001100110011 . . .

Detta är inget konstigt. 1/3 = 0.3333 · · · i basen 10 men 0.1 ibasen 3.
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Om x är ett godty
kligt reellt tal bete
knar vi det avrundade�yttalet med fl(x) (�oating). Normalt (kan ändras) är fl(x) det�yttal som ligger närmast x.Exempel: Låt oss anta att vi räknar de
imalt med fyra si�ror.
fl(π) = fl(3.141592653589...) = 3.142.
fl(31415926.53589...) = 3.142 · 107.Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till närmas-te �yttal? Maximalt en halv enhet i fjärde si�ran. Så om vårt talär ±s1.s2s3s4 . . . · 10e (där s1, s2, . . . bete
knar de
imala si�ror) ärabsolutbeloppet av absoluta felet maximalt 0.0005 · 10e.Relativa felet är maximalt (för ett normaliserat tal)

∣
∣
∣
∣

fl(x) − x

x

∣
∣
∣
∣
≤ 0.0005 · 10e

1.0000 . . . · 10e
= 0.0005

Denna begränsning kallas relativa maskinnoggrannheten o
hbete
knas med ǫmach. Denna kvantitet bestäms av hur många si�-ror vi har i mantissan. Många si�ror ger ett litet ǫmach.Observera att ǫmach INTE HAR NÅGOT med exponentomfång-et att göra (hur stora eller små tal vi kan arbeta med).Exponentomfånget ges ju av parametrarna L, U .Om vi antar att vi räknar de
imalt o
h U = 100 är det störstatalet vi kan lagra 9.999 · 10100.Om L = −100 är det minsta positiva representerbara talet 1.000 ·
10−100. Det minsta representerbara talet är INTE 0.0005.I dubbel gäller att ǫmach = 1

2t
≈ 1.11 · 10−16 (16 si�rorna!) o
hi enkel pre
ision ǫmach ≈ 6 · 10−8.25

Vi kan skriva ∣
∣
∣
∣

fl(x) − x

x

∣
∣
∣
∣
≤ ǫmachpå ett annat sätt. Det gäller att:

fl(x) = (1 + ǫ)x = x+ ǫx med |ǫ| ≤ ǫmachOBS OLIKA ǫ.Varför gäller detta? Antag x 6= 0.
fl(x) = (1 + ǫ)x ⇔ fl(x) − x = ǫx ⇒

∣
∣
∣
∣

fl(x) − x

x

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤ǫmach

= |ǫ|

OK även om x = 0 ty fl(0) = 0.Enligt IEEE skall en enstaka +, -, * , / avrundas korrekt.Låt ⊗ bete
kna någon av dessa operationer o
h låt x o
h y varatvå �yttal. Då gäller att:
fl(x⊗ y) = (1 + ǫ)(x⊗ y) = x⊗ y + ǫ(x⊗ y), |ǫ| ≤ ǫmachförutsatt att vi inte får Inf eller NaN.

Beloppet av absoluta felet vi denna beräkning är alltså:
|fl(x⊗ y) − (x⊗ y)| = |ǫ(x⊗ y)| ≤ ǫmach|x⊗ y|o
h det relativa felet (om x⊗ y 6= 0):

∣
∣
∣
∣

fl(x⊗ y) − (x⊗ y)

x⊗ y

∣
∣
∣
∣
= |ǫ| ≤ ǫmach
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Några vanliga problem med �yttalsräkning:UtskiftningAntag att vi räknar i dubbel pre
ision:
>> a = 1e16;
>> b = a; % spara
>> a = a + 1
a = 1.000000000000000e+16

>> a - b
ans = 0ger ingen förändring, ettan �trillar över kanten�.
>> a = 1e16;
>> a = a + 123
a = 1.000000000000012e+16
>> a - b
ans = 124Inte hela 123 kommer med.Man bör undvika att addera eller subtrahera tal av my
ket oli-ka storleksordning.
a+ (b+ c) behöver inte vara lika med (a+ b) + c.En kompilator får inte optimera för my
ket.
>> 1 + (1e16 + (-1e16))
ans = 1

>> (1 + 1e16) + (-1e16)
ans = 0
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Kan
ellation - subtraktion av två nästan lika stora talAntag att vi subtraherar följande två tal:
1.03678947f f betecknar ett fel, en osäker siffra
1.03678935g g betecknar ett fel, en osäker siffra
-----------
0.00000012t t nytt felI de två första talen kommer felet i tionde si�ran. I skillnaden �nnsfelet redan i tredje si�ran. Vi har alltså my
ket störrerelativ osäkerhet i skillnaden än i någon av de ingåendetermerna. Vi känner alltså termerna my
ket bättre änskillnaden; vi har förlorat information.Vi får denna osäkerhet även om vi utför subtraktionen exakt.Ett �-exempelAntag att a, b o
h c är (redan avrundade) �yttal o
h att vi villberäkna a+ bc. Vi får införa en ǫ-term för varje räkneoperation:

fl(a+bc) = fl(a+fl(bc)) = fl(a+bc(1+ǫ1)) = (a+bc(1+ǫ1))(1+ǫ2)där |ǫk| ≤ ǫmach, k = 1, 2. Så, om vi multipli
erar ihop faktorerna
fl(a+ bc) = a+ bc+ bcǫ1 + (a+ bc)ǫ2 + bcǫ1ǫ2 ⇒

|fl(a+ bc) − (a+ bc)| = |bcǫ1 + (a+ bc)ǫ2 + bcǫ1ǫ2|Vi kan nu ge en övre begränsning av det absoluta felet:
|fl(a+ bc) − (a+ bc)| ≤ |bc|ǫmach + |a+ bc|ǫmach + |bc|ǫ2mach =

((1 + ǫmach) |bc| + |a+ bc|) ǫmachFör det relativa felet observerar vi (om a+ bc 6= 0):
|fl(a+ bc) − (a+ bc)|

|a+ bc| ≤ (1 + ǫmach) |bc| + |a+ bc|
|a+ bc| ǫmach =

[
(1 + ǫmach) |bc|

|a+ bc| + 1

]

ǫmach28



Så det relativa felet är litet om |bc/(a+ bc)| inte är för stort. Omdäremot bc ≈ 1, a+bc ≈ 0, till exempel, kan vi få ett stort relativtfel.Observera att ett uttry
k som |aǫ1 − bǫ2| ≤ (|a| + |b|)ǫmach ävenom a o
h b har samma te
ken (ǫ1 o
h ǫ2 kan ju ha olika te
ken).Att uppskatta |(a+ b)ǫ1| ≤ (|a| + |b|)ǫmach är do
k onödigtpessimistiskt, ty a o
h b kan ju ha olika te
ken (notera attdet är samma ǫ1 för båda termerna).Om man inte kräver en strikt gräns utan endast en uppskattningkan man tillåta sig att slänga t.ex. ǫ1ǫ2-termer (produkter av ter-mer) ty ǫ2mach ≪ ǫmach. Du kan läsa mer om hur man förenklarsådana o
h andra ǫ-uttry
k på sista sidan i övningsmaterialet.För att se att analysen stämmer rätt bra kommer här ettnumeriskt exempel i fyrsi�rig de
imal aritmetik:
a = 10.70, b = −4.567, c = 2.344. a+ bc = −0.005048, exakt.

fl(a+ bc) = fl(a+ fl(bc)), bc = −10.705048Eftersom fl(bc) = −10.71 får vi fl(a+ (−10.71)) = −0.010.Beloppet av absoluta felet är |−0.010−(−0.005048)| = 0.004952.Notera att detta fel är ungefär lika stort som det exakta värdet.Det relativa felet är
0.004952

0.005048
≈ 0.98.Relativa maskinnoggrannheten, som är 0.0005, har alltså förstorats

0.98/0.0005, en faktor 2000. Vi har inte en si�ra rätt i resultatet.Förstoringsfaktorn 2000 stämmer väl med vår analys, som ger:
(1 + ǫmach) |bc|

|a+ bc| + 1 ≈ 2123
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Om vi byter te
ken på b, så får vi ingen kan
ellation, o
h beräknaren my
ket bra approximation av det exakta värdet.
a = 10.70, b = +4.567, c = 2.344. a+ bc = 21.405048 exakt.

fl(a+ bc) = fl(a+ fl(bc)), bc = 10.705048så
fl(bc) = 10.71, och fl(a+ 10.71) = 21.41,som är ett korrekt avrundat värde av det exakta resultatet.Det relativa felet är
21.41 − 21.405048

21.405048
≈ 2.3 · 10−4 = 0.46 ǫmachÄven detta result stämmer väl med vår uppskattning som ger vär-det 0.5 (ungefär).

Talsystemet igen:
Lu
ka kring nollan. O�ra �de
imaler� för att få störreexponentomfång. Vi använder denormaliserade eller subnormalatal.

1.010010011100 ... * 2^e normaliserat
0.000010100011 ... * 2^(-1022) denormaliseratHar färre bitar i mantissan. Man talar om �gradual under�ow�.
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MatrisfaktoriseringarVanligt i tillämpningar o
h teoretiskt arbete att skriva matrisersom produkter av andra matriser (kallas matrisfaktoriseringar el-ler uppdelningar). Några exempel illustrerade med små�kryssmatriser�:





× × ×
× × ×
× × ×





︸ ︷︷ ︸
A

=





× 0 0

× × 0

× × ×





︸ ︷︷ ︸
L





× × ×
0 × ×
0 0 ×





︸ ︷︷ ︸
UL för �Lower triangular�, undertriangulär o
hU för �Upper triangular�, övertriangulär.Kallas LU-faktorisering. Används för att lösa Ax = b-problem.Matlab-kommando lu .För att approximativt lösa överbestämda ekvationssystem(minstakvadratproblem) använder vi QR-faktorisering(qr i Matlab).










× × ×
× × ×
× × ×
× × ×
× × ×










︸ ︷︷ ︸
A

=










× × ×
× × ×
× × ×
× × ×
× × ×










︸ ︷︷ ︸
Q





× × ×
0 × ×
0 0 ×





︸ ︷︷ ︸
Rdär Q är ortogonal, dvs. QTQ = I.

31

Om A är en sk diagonaliserbar matris kan vi användaMatlabs eig -kommando för att beräkna:




× × ×
× × ×
× × ×





︸ ︷︷ ︸
A

=





× × ×
× × ×
× × ×





︸ ︷︷ ︸
X





λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3





︸ ︷︷ ︸
Λ





× × ×
× × ×
× × ×





︸ ︷︷ ︸

X−1

λ1, λ2, λ3 är A:s egenvärden o
h de tre kolonnerna i X ärmotsvarande egenvektorer. OmA är en reell o
h symmetrisk matrisså kan egenvektorerna väljas ortonormerade varför X är ortogonalo
h X−1 = XT .Singuläravärdesfaktoriseringen (i Matlab svd ) är en slagsgeneralisering av egenvärdesuppdelningen till i
kekvadratiskamatriser.









× × ×
× × ×
× × ×
× × ×
× × ×










︸ ︷︷ ︸
A

=










× × × × ×
× × × × ×
× × × × ×
× × × × ×
× × × × ×










︸ ︷︷ ︸
U










σ1 0 0

0 σ2 0

0 0 σ3

0 0 0

0 0 0










︸ ︷︷ ︸
Σ





× × ×
× × ×
× × ×





︸ ︷︷ ︸

V T

där UTU = I, V TV = I o
h σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ 0. Faktoriseringenexisterar även för liggande matriser.
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I numerisk analys har man dessutom varianter av enfaktorisering beroende på matrisens egenskaper.Detta för att spara datorminne o
h beräkningstid.Några exempel för LU-faktoriseringen.Om A är symmetrisk, AT = A, så behövs halva minnet o
h beräk-ningstiden. Om A dessutom är positivt de�nit (positiva egenvär-den) kan man förenkla metoden ytterligare.Det �nns motsvarande varianter om matrisen är komplex.
• AH = A, A är Hermitsk (AH = ĀT )
• AT = A, A är komplexsymmetriskMånga element i en matris kan vara noll, en gles matris. Detta kanman utnyttja för att spara minne o
h beräkningstid. Det är viktigteftersom glesa matriser brukar vara stora, med en dimension om

104 − 106 kanske. Ett spe
ialfall av en gles matris är en sk band-matris, här två små exempel:









× × × 0 0

× × × × 0

0 × × × ×
0 0 × × ×
0 0 0 × ×



















× × 0 0 0

× × × 0 0

0 × × × 0

0 0 × × ×
0 0 0 × ×








Den högra matrisen är ett exempel på en sk tridiagonal matris.Den kan vara osymmetrisk, symmetrisk, symmetrisk positivtde�nit, Hermitsk, komplexsymmetrisk et
. Dessutom brukar det�nnas stöd för enkel- o
h dubbel pre
ision liksom för komplex o
hdubbel komplex.Man inser att det kan bli många varianter av LU-faktoriseringen(många olika rutiner i programbiblioteken, t.ex. Lapa
k).33

LU-faktoriseringNow [let℄ there behemp 1 d�ou, wheat 3 d�ou, beans 2 d�ou, peas 8 d�ou, millet 5 d�ou,worth 95 
oins.hemp 2 d�ou, wheat 5 d�ou, beans 3 d�ou, peas 9 d�ou, millet 4 d�ou,worth 112 
oins;hemp 3 d�ou, wheat 5 d�ou, beans 7 d�ou, peas 6 d�ou, millet 4 d�ou,worth 116 
oins;hemp 7 d�ou, wheat 6 d�ou, beans 4 d�ou, peas 5 d�ou, millet 3 d�ou,worth 128 
oins;hemp 9 d�ou, wheat 7 d�ou, beans 3 d�ou, peas 2 d�ou, millet 5 d�ou,worth 140 
oins;Question: how mu
h is 1 d�ou [of ea
h℄ worth?The answer says:hemp 1 d�ou 7 
oins,wheat 1 d�ou 4 
oins,beans 1 d�ou 3 
oins,peas 1 d�ou 5 
oins,millet 1 d�ou 6 
oins.En d�ou ≈ 2 liter.Detta exempel är hämtat ur kapitel 8 i den 
irka 2000 år gamlaboken �The Nine Chapters on the Mathemati
al Art (Jiuzhang Su-anshu)� Boken behandlar 246 problem i 9 kapitel. Boken är denmest betydelsefulla kinesiska matematiska klassikern.









1 3 2 8 5

2 5 3 9 4

3 5 7 6 4

7 6 4 5 3

9 7 3 2 5



















h

w

b

p

m










=










95

112

116

128

140









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I Matlab:
>> x = A \ b
x =

7.0000
4.0000
3.0000
5.0000
6.0000Kineserna utnyttjar det som vi kallar Gausselimination (≈ 1800).Kombinera rader så att vi till slut har en triangulär matris.










1 3 2 8 5

2 5 3 9 4

3 5 7 6 4

7 6 4 5 3

9 7 3 2 5










x =










95

112

116

128

140










⇔










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 −4 1 −18 −11

0 −15 −10 −51 −32

0 −20 −15 −70 −40










x =










95

−78

−169

−537

−715



















1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 5 54 58

0 0 5 70 80










x=










95

−78

143

633

845










⇔










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 0 44 45

0 0 0 60 67










x =










95

−78

143

490

702



















1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 0 44 45

0 0 0 0 62
11



















x1

x2

x3

x4

x5










=










95

−78

143

490

372/11








Vi löser det triangulära problemet med så kallad bakåtsubstitution:

x5 = (372/11)/(62/11) = 6

x4 = (490 − 45x5)/44 = 5

x3 = (143 − 10x4 − 13x5)/5 = 3

x2 = (−78 − (−1)x3 − (−7)x4 − (−6)x5)/(−1) = 4

x1 = (95 − 3x2 − 2x3 − 8x4 − 5x5)/1 = 735

Kan formulera eliminationen som en seriematrismultiplikationer.









1 0 0 0 0

−2 1 0 0 0

−3 0 1 0 0

−7 0 0 1 0

−9 0 0 0 1










︸ ︷︷ ︸
L1










1 3 2 8 5

2 5 3 9 4

3 5 7 6 4

7 6 4 5 3

9 7 3 2 5










︸ ︷︷ ︸
A

=










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 −4 1 −18 −11

0 −15 −10 −51 −32

0 −20 −15 −70 −40










Elementen −L1(2 : 5, 1) (dvs. 2, 3, 7, 9) kallas multiplikatorer.









1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 −4 1 0 0

0 −15 0 1 0

0 −20 0 0 1










︸ ︷︷ ︸
L2










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 −4 1 −18 −11

0 −15 −10 −51 −32

0 −20 −15 −70 −40










=










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 5 54 58

0 0 5 70 80



















1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 −1 1 0

0 0 −1 0 1










︸ ︷︷ ︸
L3










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 5 54 58

0 0 5 70 80










=










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 0 44 45

0 0 0 60 67



















1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 −15
11

1










︸ ︷︷ ︸
L4










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 0 44 45

0 0 0 60 67










=










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 0 44 45

0 0 0 0 62
11










︸ ︷︷ ︸
UVi får

L4L3L2L1A = Ueller
A = (L4L3L2L1)

−1U36



Vi noterar (se övningarna):
• Lk är inverterbar
• L−1

k ser nästan ut som Lk







1 0 0 0

0 1 0 0

0 α 1 0

0 β 0 1








−1

=








1 0 0 0

0 1 0 0

0 −α 1 0

0 −β 0 1








• det är enkelt att multipli
era Lk-matriser:
L1 =

1 0 0 0
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

L2 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 20 1 0
0 30 0 1

>> L1* L2
1 0 0 0
2 1 0 0
3 20 1 0
4 30 0 1

>> L2* L1
1 0 0 0
2 1 0 0

43 20 1 0
64 30 0 137

Om vi sammanställer allt detta får vi med andra ord









1 3 2 8 5

2 5 3 9 4

3 5 7 6 4

7 6 4 5 3

9 7 3 2 5










︸ ︷︷ ︸
A

=










1 0 0 0 0

2 1 0 0 0

3 4 1 0 0

7 15 1 1 0

9 20 1 15
11

1










︸ ︷︷ ︸

L−1
1
L−1

2
L−1

3
L−1

4










1 3 2 8 5

0 −1 −1 −7 −6

0 0 5 10 13

0 0 0 44 45

0 0 0 0 62
11










︸ ︷︷ ︸
UDetta kallas LU-uppdelning. L är undertriangulär o
h Uövertriangulär.För att konstruera L plo
kar vi alltså in multiplikatorerna frånde olika Lk på respektive plats i L.Vad är det för fördel med detta jämfört med vanlig GE (Gauss-elimination)? Svar: enklare att hantera vid teoretiskt arbete. Gördet möjligt att lösa problem av typen Axk = bk där bk+1beror av xk. (Om alla högerleden är kända på en gång kangivetvis vanlig GE utnyttjas).Så normalt löses Ax = b i de tre stegen1. beräkna L o
h U så att A = LUför att lösa LUx = b inför vi bete
kningen z = Ux o
h får dåproblemet Lz = b2. lös Lz = b (framåtsubstitution)3. lös Ux = z (bakåtsubstitution)Framåtsubstitution går till på samma vis som bakåtsubstitutionenfast man tar raderna i omvänd ordning.Kostnad?

A = LU tar ungefär n3/3 vardera av + o
h ∗
Lz = b kostar n2/2 vardera av + o
h ∗(Ux = z kostar lika my
ket). 38

Ett numeriskt exempel
A =





1 −1 2

4 −2 12

3 −7 1



 , b =





3

6

9



Vi startar med en �tom� L = I o
h fyller i multiplikatorerna ef-tersom under diagonalen.
A =






1 −1 24 −2 123 −7 1




 →






1 −1 2

0 2 4

0 -4 −5




 →





1 −1 2

0 2 4

0 0 3



 = U

Så, det som skall stå i L är symboliskt o
h U är det som blirkvar av A efter trianguleringen.Alltså:
L =





1 0 04 1 03 -2 1



 och U =





1 −1 2

0 2 4

0 0 3





Lös Lz = b, ger:
z =





3

−6

−12



Lös Ux = z, ger:
x =





16

5

−4



Kontroll:
Ax =





1 −1 2

4 −2 12

3 −7 1









16

5

−4



 =





3

6

9



 = b, OK!
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Är detta en stabil algoritm?Här följer en grov skiss som visar vad som kan gå fel.Låt ǫ stå för ett litet tal. a1, a2 o
h a3 markerar �medelstora� tal.LU-faktorisering blir då:
[
ǫ a2

a1 a3

]

︸ ︷︷ ︸
A

=

[
1 0

a1/ǫ 1

]

︸ ︷︷ ︸
L

[
ǫ a2

0 a3 − a2(a1/ǫ)

]

︸ ︷︷ ︸
U

a1/ǫ blir ett stort tal, vilket ger utskiftning i beräkningen av u2,2 =

a3 −a2(a1/ǫ). Låt oss anta att hela a3 skiftas ut o
h att allt annaträknas ut exakt. Hur stort blir bakåtfelet?
[

1 0

a1/ǫ 1

]

︸ ︷︷ ︸
ber. L

[
ǫ a2

0 −a2(a1/ǫ)

]

︸ ︷︷ ︸
ber. U

=

[
ǫ a2

a1 0

]

︸ ︷︷ ︸
faktoriserad matrisVi har alltså faktoriserat en matris som avviker my
ket från A i(2,2)-elementet. Algoritmen behöver inte vara stabil.Det kan vi do
k lätt �xa. Kasta om raderna i systemet (byt ordningpå ekvationerna), dvs. studera matrisen B = PA:

B =

[
0 1

1 0

]

︸ ︷︷ ︸
P

A =

[
a1 a3

ǫ a2

]

LU-faktorisering blir nu:
[
a1 a3

ǫ a2

]

=

[
1 0

ǫ/a1 1

] [
a1 a3

0 a2 − a3(ǫ/a1)

]

Notera att ǫ/a1 är ett litet tal. Vi får alltså inte farlig utskiftningi u2,2.
40



Låt oss anta att a3(ǫ/a1) skiftas ut:
[

1 0

ǫ/a1 1

]

︸ ︷︷ ︸
ber. L

[
a1 a3

0 a2

]

︸ ︷︷ ︸
ber. U

=

[
a1 a3

ǫ a2 + a3ǫ/a1

]

︸ ︷︷ ︸
faktoriserad matris

= B +

[
0 0

0 a3ǫ/a1

]

︸ ︷︷ ︸
FelDetta förfarande kallas partiell pivotering o
h det får utföras i var-je eliminationssteg. Här följer ett exempel:

A =





− 0.01 0.80 3.8

−0.10 −2.05 7.8

1.00 20.00 20.0



 , P1 =





0 0 1

0 1 0

1 0 0









1 0 0

0.1 1 0

0.01 0 1





︸ ︷︷ ︸
L1





1 20.00 20.0

−0.1 −2.05 7.8

−0.01 0.80 3.8





︸ ︷︷ ︸
P1A

=





1 20.00 20.0

0 −0.05 9.8

0 1.00 4.0





︸ ︷︷ ︸
L1P1A

P2 =





1 0 0

0 0 1

0 1 0



 ,





1 0 0

0 1 0

0 0.05 1





︸ ︷︷ ︸
L2





1 20.00 20.0

0 1.00 4.0

0 −0.05 9.8





︸ ︷︷ ︸
P2L1P1A

=





1 20 20

0 1 4

0 0 10





︸ ︷︷ ︸
U

Så L2P2L1P1A = U . Kan visa att vi beräknat P2P1A = L̃U .




1.00 20.00 20.0

−0.01 0.80 3.8

−0.10 −2.05 7.8





︸ ︷︷ ︸
P2P1A

=





1 0 0

−0.01 1 0

−0.1 −0.05 1





︸ ︷︷ ︸

L̃=[P2L
−1
1
P2]L−1

2





1 20 20

0 1 4

0 0 10





︸ ︷︷ ︸
UVi bildar givetvis aldrig permutationsmatriserna utan rader�yttas via tilldelning eller pekare.
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LDU-faktoriseringen
L har ettor på diagonalen. Kan få ettor på U :s diagonal genom att�bryta ut� U :s diagonal (antar A i
kesingulär).

D = diag(u1,1, . . . , un,n), A = LU = LD(D−1U)Sätt Û = D−1U så blir A = LDÛ där både L o
h Û har ettor pådiagonalen.Vi struntar i pivotering för att slippa bråk.
[

2 6

4 15

]

=

[
1 0

2 1

] [
2 6

0 3

]

=

[
1 0

2 1

] [
2 0

0 3

] [
1 3

0 1

]

Vi kan utnyttja detta för att titta på två viktiga fall:
A symmetrisk: A = AT ⇒ Û = LT så att A = LDLT .Innebär halva antalet operationer för faktoriseringen (förutsatt attvi utnyttjar symmetrin i vår algoritm).Kräver halva lagringsutrymmet.

[
2 4

4 5

]

=

[
1 0

2 1

] [
2 4

0 −3

]

=

[
1 0

2 1

] [
2 0

0 −3

] [
1 2

0 1

]

Problem med pivotering o
h symmetri ty partiell pivoteringförstör symmetrin (�nns andra pivoteringsalgoritmer).Det andra viktiga fallet inträ�ar när D i A = LDLT harpositiva diagonalelement.
42

Först ett exempel:
[

4 8

8 25

]

︸ ︷︷ ︸
A

=

[
1 0

2 1

]

︸ ︷︷ ︸
L

[
4 8

0 9

]

︸ ︷︷ ︸
U

=

[
1 0

2 1

]

︸ ︷︷ ︸
L

[
4 0

0 9

]

︸ ︷︷ ︸
D

[
1 2

0 1

]

︸ ︷︷ ︸

LT

=

[
1 0

2 1

]

︸ ︷︷ ︸
L

[
2 0

0 3

]

︸ ︷︷ ︸

D1/2

[
2 0

0 3

]

︸ ︷︷ ︸

D1/2

[
1 2

0 1

]

︸ ︷︷ ︸

LT

=








[
1 0

2 1

]

︸ ︷︷ ︸
L

[
2 0

0 3

]

︸ ︷︷ ︸

D1/2








︸ ︷︷ ︸
C








[
1 0

2 1

]

︸ ︷︷ ︸
L

[
2 0

0 3

]

︸ ︷︷ ︸

D1/2








T

︸ ︷︷ ︸

CTSå [
4 8

8 25

]

︸ ︷︷ ︸
A

=

[
2 0

4 3

]

︸ ︷︷ ︸
C

[
2 4

0 3

]

︸ ︷︷ ︸

CTDetta kallas Choleskyfaktorisering o
h den existerar när A är sym-metrisk o
h positivt de�nit: x 6= 0 ⇒ xTAx > 0. I denna kurskräver vi o
kså symmetri, AT = A.
D har i detta fall positiva diagonalelement. Man kan visa att LU-faktorisering för en positivt de�nit matris är stabil även om vi intepivoterar.Positivt de�nita matriser är vanliga i tillämpningar.Exempel: vi har partiklar med massorna m1,m2,m3 o
h farter-na v1, v2, v3. Den totala kinetiska energin, Ekin är
m1v

2
1 +m2v

2
2 +m3v

2
3

2
=

1

2
[v1, v2, v3]
︸ ︷︷ ︸

vT





m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3





︸ ︷︷ ︸
M





v1

v2

v3





︸ ︷︷ ︸
v

=
vTMv

2

Ekin > 0 om någon massa rör sig, dvs. v 6= 0 ⇒ vTMv
2

> 0 så att
M är positivt de�nit.För ett i
kediagonalt exempel, se FAQ, Positivt de�nita matrisero
h fysik (ett mass-fjäder system).43

Exempel: en symmetrisk, positivt de�nit matris har positiva egen-värden.Bevis: En reell o
h symmetrisk matris har reella egenvärden o
hegenvektorer.
Ax = λx ⇒ xTAx = λxTx ⇒ λ =

xTAx

xTx
> 0ty xTx =

∑n
k=1 x

2
k > 0 eftersom x inte är nollvektorn. �Omvändningen gäller o
kså: en reell, symmetrisk matris ärpositivt de�nit om den har positiva egenvärden.

Exempel: en positivt de�nit matris har positiva diagonalelement.Tag x = ej, kolonn j i I, enhetsmatrisen.Då är (med Matlabnotation)
Aej = A(:, j), eTjA = A(j, :), eTjAek = A(j, k) = aj,kSå

eTjAej = aj,j > 0, j = 1, . . . , nObservera implikationen. Positiva diagonalelement är nödvändigtför att vi skall ha en positivt de�nit matris. Det är inte ett tillrä
k-ligt villkor.
[
1 −1

]
[

1 2

2 1

] [
1

−1

]

= −2Matrisen är inde�nit med egenvärden −1 o
h 3. �Diagonalelementen måste o
kså vara tillrä
kligt stora jämfört medde utomdiagonala, för att matrisen skall vara positivtde�nit.
44



Slutligen ett exempel från �ervariabelkursen. Låt z = f(x, y) varaen reellvärd funktion av två variabler. Vi vill undersöka om f harett strängt lokalt minimum i punkten (a, b). Om f är tillrä
kligtsnäll (har tillrä
kligt många kontinuerliga derivator) gäller att:
f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + f ′

x(a, b)h+ f ′
y(a, b)k+

f ′′
xx(a, b)h

2 + 2f ′′
xy(a, b)hk + f ′′

yy(a, b)k
2

2
+ . . .Ett nödvändigt viilkor för minimum är att gradienten är nollvek-torn, ty annars kan vi göra f mindre genom att gå i negativa gra-dientens riktning. Alltså gäller:

f(a+h, b+k) = f(a, b)+
f ′′
xx(a, b)h

2 + 2f ′′
xy(a, b)hk + f ′′

yy(a, b)k
2

2
+. . .Nu är (där vi inte skriver ut (a, b))

f ′′
xxh

2 + 2f ′′
xyhk + f ′′

yyk
2 = f ′′

xxh
2 + f ′′

xyhk + f ′′
yxkh+ f ′′

yyk
2 =

[
h k

]

[

f ′′
xx f

′′
xy

f ′′
yx f ′′

yy

] [
h

k

]

= vTHv, med v =

[
h

k

]

, H =

[

f ′′
xx f

′′
xy

f ′′
yx f ′′

yy

]

H är den sk Hessianen. Om H är positivt de�nit så har f ettsträngt lokalt minimum i (a, b).Detta gäller allmänt. Om w = f(x, y, z) där ∇f(a, b, c) är noll-vektorn, så har f ett strängt lokalt minimum i (a, b, c) om





f ′′
xx f

′′
xy f

′′
xz

f ′′
yx f ′′

yy f
′′
yz

f ′′
zx f ′′

zy f ′′
zz




är positivt de�nit (alla derivator är beräknade i (a, b, c)).Notera o
kså att om A är en n × n-matris o
h x en kolonnvek-tor så gäller att:

n∑

j=1

n∑

k=1

aj,k xj xk = xTAx45

Konditionstalet för Ax = b-problemet�Proof by example�Låt oss se hur lösningen x ändrar sig när vi stör högerledet b. Vistuderar ett numeriskt exempel där A är diagonal.
[

2 0

0 10−10

]

x =

[
2

1

]

⇒ x =

[
1

1010

]

Vi stör nu b med f o
h får då lösningen y, dvs. Ay = b+ f .Hur my
ket ändras x, dvs. hur stor är y − x?
y = A−1(b+ f) = A−1b+A−1f = x+A−1fså att

y − x = A−1f =

[
1/2 0

0 1010

] [
f1

f2

]

=

[
0.5 f1

1010 f2

]

Det är är inte alltid så här illa. Om vi i stället tarkoe�
ientmatrisen
B =

[
2 0

0 0.1

]

så blir
y − x = B−1f =

[
0.5 f1

10 f2

]

Slutsats: om A har ett eller �era diagonalelement nära noll, såkommer x att vara känslig för ändringar i högerledet.
A är �nästan singulär� i följande mening:

[
2 0

0 10−10

]

︸ ︷︷ ︸
A

+

[
0 0

0 −10−10

]

︸ ︷︷ ︸
E

=

[
2 0

0 0

]

︸ ︷︷ ︸singulär
46

Den lilla störningen E (små element jämfört med det största ele-mentet i A) gör A singulär. A ligger alltså nära en singulär matris.
B är inte nästan singulär eftersom E måste innehålla ett stortelement, −0.1.Allmänt gäller att x är känslig för störningar i b o
h A om Aär nästan singulär. Om A är långt från att vara singulär, så är xrelativt okänslig för störningar.En nästan singulär matris har en invers där åtminstone något ele-ment är stort. Eftersom y − x = A−1f så kommer x att ändrasmy
ket om A−1 innehåller stora element.Om matrisen inte är diagonal får vi ett mer kompli
eratuppträdande. Antag att δ > 0 är nära noll.

C =

[
1 1

1 1 + δ

]

⇒ C−1 =
1

δ

[
1 + δ −1

−1 1

]

Vi ser att C−1 är proportionell mot 1/δ, så inversen är stor.
C ligger o
kså nära en singulär matris. ty om vi subtraherar δ från
c2,2 så blir matrisen singulär. Detta gäller allmänt.Om C har element av storleksordningen ett:storlek på C−1 ≈ 1 / avståndet till närmaste singulära matris
För att göra riktiga satser krävs mer matematik, vektor- o
h ma-trisnormer.

47

VektornormerEn vektornorm är en funktion som ger ett mått på storleken påelementen i en vektor. Om vektorn innehåller n element så sam-manfattar vi storleken med ett i
kenegativt tal, så normer kan varatrubbiga mätverktyg.Det �nns oändligt många normer. Vi kommer att använda tre såkallade Lp-normer som vi bete
knar med || · ||p:
||x||p =

[
n∑

k=1

|xk|p
]1
p

, p > 0

• p = 1, ||x||1 =
∑n

k=1 |xk|, ettnormen
• p = 2, ||x||2 =

[∑n
k=1 x

2
k

]1
2 , tvånormen

• p = ∞, ||x||∞ = max1≤k≤n |xk|, maxnormenDessa tre normer (liksom alla vektornormer) uppfyller:
• x 6= 0 ⇒ ||x|| > 0 (positivitet), ||0|| = 0

• ||αx|| = |α| ||x|| för alla α ∈ ℜ (homogenitet)
• ||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y|| (triangelolikheten)Normer är olika stora

x =





−1

2

−3



 , ||x||1 = 6, ||x||2 =
√

14, ||x||∞ = 3

48



Varför rä
ker det inte med den �vanliga längden� av en vektor, dvs.det vi kallar tvånormen?Det beror på att olika problemställningar kräver olika sätt att mä-ta storlek. Dessutom kan det vara så att det går att skapa starkaresatser för en viss norm.Exempel:Antag att vi be�nner oss i en stad där kvarteren ligger i ett rut-nät. Vi vill ta oss den kortaste vägen från A till B. Låt O bete
knaorigo. Om vi kan �yga så är avståndet ||B − A||2. Om vi måstefölja gatorna så är avståndet ||B −A||1 (dvs. längden av OA pluslängden av OB).
||B −A||∞ kan tolkas som den största för�yttning som vi gör sid-ledes.
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InnerprodukterVi kan de�niera en norm givet en innerprodukt (skalärprodukt).
x · y = (x, y) =

n∑

k=1

xkyk = xTySå
||x||2 =

√
xTxNotera att xTy är en skalär men xyT är en matris.Exempel:

[ −1 2 3
]





3

2

1



 = 4,





−1

2

3




[
3 2 1

]
=





−3 −2 −1

6 4 2

9 6 3





Om x 6= 0 så säger vi att vektorn x/||x|| är normerad (har längdett).De�nition av vinkel
xTy = ||x||2||y||2 cosφ

Cau
hy-S
hwarz olikhet
|xTy| ≤ ||x||2||y||2

50
MatrisnormerMatrisnormer är funktioner från ℜm×n till ℜ o
h uppfyller de trevektornormsvillkoren ovan.Användbara matrisnormer är dessutom submultiplikativa(konsistenta):

||AB|| ≤ ||A|| ||B||Tre olika normer kan vara inblandade ovan. Vi använder sammabete
kning || · || för alla tre.Vi kan bilda matrisnormer utgående från vektornormer.En operatornorm mäter hur my
ket multiplikation med en matris
A kan förstora en vektor:

||A|| = max
x 6=0

||Ax||
||x||Vi noterar att ||I|| = 1 om || · || är en operatornorm.Operatornormerna som svarar mot våra tidigare vektornormer:

• p = 1, ||A||1 = maxk
∑m

r=1 |ar,k|, ettnormen, största kolonn-summan
• p = 2, ||A||2 = max

[
λ(ATA)

]1
2 tvånormen

• p = ∞, ||A||∞ = maxr
∑n

k=1 |ar,k|, maxnormen, största rad-summan
Exempel:
A =





1 −2 −3

6 4 2

9 −6 3



 , ||A||1 = 16, ||A||2 ≈ 11.9042, ||A||∞ = 18
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Konditionstal för Ax = b-problemetVi skall nu använda normer för att studera konditionstalet för
Ax = b-problemet. Vi vill alltså studera vad som händer med xnär vi ändrar A o
h b. Vi kommer endast att ändra b.Sats: Antag att A är i
kesingulär o
h att Ax = b 6= 0.Om Ay = b+ f så gäller att

||x− y||
||x|| ≤ ||A|| ||A−1|| ||f ||

||b||Bevis:
Ay = b+ f och Ax = b ⇒ A(y − x) = f ⇒

y − x = A−1f ⇒ ||y − x|| = ||A−1f || ≤ ||A−1|| ||f ||Men Ax = b så att ||A|| ||x|| ≥ ||b|| eller 1/||x|| ≤ ||A||/||b||.Man kan bevisa likartade satser för fallen när A eller A o
h bstörs. Normalt bete
knas konditionstalet med kappa, dvs.
κ(A) = ||A|| ||A−1||.Antag att || · || är en operatornorm, då gäller:

• κ(A) ≥ 1 för alla A, ty 1 = ||AA−1|| ≤ ||A|| ||A−1||
• I är perfekt konditionerad ty κ(I) = 1

• konditionstalet är skalningsoberoende κ(αA) = κ(A)

• κ(A) = ∞ om A är singulärOm A är singulär kan det �nnas ingen eller oändligt mångalösningar. Vi förväntar oss problem om A är nästan singulär.
52



Om κ(A) är stort så �nns en matris, E, med liten norm ||E||, såatt A+ E är exakt singulär. A �ligger nära� mängden avsingulära matriser, matrisen är �nästan� singulär.Om κ(A) är litet måste man ändra A my
ket (stor E) för att
A+ E skall bli singulär.Man kan visa att de E som gör A+E singulär o
h som har minstanorm uppfyller ||E|| = ||A||/κ(A).
Determinanten för A inte är något bra mått på nästan singulär.Exempel:

det(αI) = αn, κ(αI) = 1

A =

[
1 0

0 0.1

]

, det(A) = 0.1, κ(A) = 10

A =








1 0 0 0

0 0.1 0 0

0 0 0.1 0

0 0 0 0.1







, det(A) = 0.001, κ(A) = 10
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Exempel: Hur väl stämmer satsen?
A =

[
1 0

0 10−8

]

, b =

[
1

0

]

, x =

[
1

0

]

, κ∞(A) = 108

Tag
f =

[
10−9

10−9

]

⇒ y − x =

[
10−9

10−1

]

,
||x− y||∞

||x||∞
=

0.1

1
= 0.1

κ∞(A)
||f ||∞
||b||∞

= 10810−9

1
= 0.1

Så likhet i gränsen. Tag nu i stället
f =

[
10−9

0

]

⇒ y − x =

[
10−9

0

]

,
||x− y||∞

||x||∞
=

10−9

1
= 10−9

κ∞(A)
||f ||∞
||b||∞

= 10810−9

1
= 0.1vilket ger en enorm överskattning.
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Tolkning av satsenAntag att elementen i x (resp. y) är ungefär lika stora. Då gälleratt x ≈ xk e, där e är vektorn av ettor.Analogt gäller att y ≈ yk e. Alltså:

||x− y||
||x|| ≈ ||(xk − yk)e||

||xke||
=

|xk − yk|
|xk|Så normen uppskattar då det elementvisa felet. Felet kan då, i det-ta spe
iallfall, begränsas enligt:

|xk − yk|
|xk|

/ κ(A)
||f ||
||b||Detta säger att relativa felet i varje lösningskomponent begränsasav det relativa felet i indata multipli
erat med κ(A).Om t.ex. ||f ||/||b|| = 0.5 · 10−k (k de
imaler) o
h κ(A) ≈ 10pså är |xk − yk|

|xk|
/ 10p · 0.5 · 10−k = 0.5 · 10p−kså vi har tappat p si�ror i svaret, vilket ger följande tumregel:Om κ(A) = 10p så riskerar vi att tappa p si�ror.Antag nu att x innehåller element av olika storleksordning, t.ex.

x = [1, 10−3]T o
h att vi använder || · ||∞. Om p − k = −3 gälleratt:
max{|1 − y1|, |10−3 − y2|} ≤ 0.5 · 10−3så att

1 − 0.5 · 10−3 ≤ y1 ≤ 1 + 0.5 · 10−3o
h
10−3 − 0.5 · 10−3 ≤ y2 ≤ 10−3 + 0.5 · 10−3Normer kan vara trubbiga instrument.55

Hur stora fel har vi i indata? Låt oss se på två fall.Exakta indata: i detta fall får vi eventuellt avrundningsfel när aj,ko
h bk lagras i datorns minne. Relativa felet (per komponent) ärungefär ǫmach. Vi får o
kså avrundningsfel när vi löser Ax = b-problemet.Vi kan nog tillåta tämligen stora κ(A), men det beror givetvis påhur många si�ror vi behöver. Om vi har stora krav eller om κ(A)är my
ket stort, så kan vi minska ǫmach genom att t.ex. användaMaple eller Mathemati
a (räkna med �er si�ror). Att räkna medmånga si�ror går do
k my
ket långsammare(mjukvara o
h inte hårdvara).Indata med osäkerhet (mätdata): detta fall ger normalt större be-gränsningar på hur stora κ(A) som kan tillåtas, eftersom vi normaltinte mäter så väldigt noga.Att räkna med mindre ǫmach ger normalt inte en bättre lösningeftersom κ(A) är måttligt stort o
h mätfelen helt dominerar överavrundningsfelen.
Hur kan vi uppskatta κ(A)?Att beräkna A−1 tar my
ket tid o
h minne om A är stor.

cond i Matlab använder svd för || · ||2 o
h expli
it inv förandra normer.För stora matriser kan man använda condest som uppskattar
||A−1|| genom att lösa linjära ekvationssystem (+ listigheter).Även LAPACK kan ge en sådan uppskattning när man löser Ax =

b. Uppskattningen kostar nästan inget eftersom manutnyttjar den LU-faktorisering som redan beräknats.
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Vad säger residualen r = b−Ax̂? x̂ beräknad lösning.
A =

[
1 0

0 10−8

]

, b =

[
1

0

]

, x̂ =

[
1

104

]

, r =

[
0

−10−4

]

Kan visa:
(A+ E)x̂ = b, ||E||2 = ||r||2/||x̂||2

||E||2 ≈ 10−8 i exemplet.Så en liten residual betyder att vi löst nästan rätt problem.I framåtriktningen kommer κ(A) in (antag att A−1 existerar):
r = b−Ax̂ = Ax−Ax̂ = A(x− x̂) ⇔ x− x̂ = A−1rAlltså gäller:

||x− x̂|| ≤ ||A−1|| ||r||Om b 6= 0 gäller:
||b|| ≤ ||A|| ||x|| ⇔ 1

||x|| ≤ ||A||
||b||Om vi kombinerar de två olikheterna erhåller vi:

||x− x̂||
||x|| ≤ κ(A)

||r||
||b||Så felet i lösningen kan vara godty
kligt stort även om residualenär liten.
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MinstakvadratproblemEtt ofta återkommande problem är att vi har en matematisk modello
h uppmätta värden, o
h vill bestämma parametrar i modellen.En my
ket vanlig modell är b = ceλt (halveringstid, befolknings-tillväxt, urladdning av kondensator). b kan vara befolkningen viden given tidpunkt t. c är befolkningsmängden vid tiden t = 0.Antag att vi vill bestämma parametern λ genom att mäta b vid
m olika tidpunkter. Vi alltså har m par (tk, bk), k = 1, . . . ,m avmätvärden. Låt oss anta att vi känner c.Hur ska vi beräkna λ? Vi har ju m olika ekvationer

b1 = ceλt1, b2 = ceλt2, . . . , bm = ceλtmo
h vi lär inte kunna hitta ett λ som satis�erar alla ekvationerna.Det är inte intressant att få m olika λ-värden.En rimlig kompromiss är att hitta ett λ som approximativtsatis�erar alla ekvationerna, dvs:
b1 ≈ ceλt1, b2 ≈ ceλt2, . . . , bm ≈ ceλtmDetta kan formuleras på följande vis:Försök att göra alla avvikelserna (residualerna)
ceλt1 − b1, ceλt2 − b2, . . . , ceλtm − bmså små (när noll) som möjligt.Vi hade lika gärna kunnat studera avvikelserna bk − ceλtk.
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Vi kan de�niera �små� på oändligt många sätt, till exempel:

min
λ

m∑

k=1

∣
∣ceλtk − bk

∣
∣

min
λ

[
m∑

k=1

[
ceλtk − bk

]2

]1/2

min
λ

max
1≤k≤m

∣
∣ceλtk − bk

∣
∣ ,

Dessa förslag är inte slumpvis valda, utan låt oss införa envektor, r, av alla residualerna (en residualvektor):
r =








ceλt1 − b1

ceλt2 − b2...
ceλtm − bm






Vår tre mått kan då skrivas:

min
λ

||r||1, min
λ

||r||2, min
λ

||r||∞Vi kommer normalt att få olika värden på λ beroende på vilkennorm vi utnyttjar. Varje λ är do
k bäst för den givna normen.Det �nns oändligt många frågor, varje fråga med sitt svar; varjesvar är do
k ett korrekt svar på den givna frågan.Det �nns normalt inte ett bästa λ-värde.
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Man kan givetvis ha modeller med �era parametrar. Ett vanligtproblem är att anpassa en serie mätpunkter till en rät linje.Vår modell kan då skrivas; b = x1 + x2t. Här är x1 o
h x2 pa-rametrar o
h (tk, bk) är uppmätta värden.Hur ser residualvektorn ut i detta fall?
r =








x1 + x2t1 − b1

x1 + x2t2 − b2...
x1 + x2tm − bm








=








1 t1
1 t2... ...
1 tm








︸ ︷︷ ︸
A

[
x1

x2

]

︸ ︷︷ ︸
x

−








b1

b2...
bm








︸ ︷︷ ︸
bDvs. r = Ax− b. Vi vill alltså lösa minimeringsproblemet:

min
x

||Ax− b||i någon lämplig norm.Observera att detta normalt inte är ett linjärt ekvationssystem.Vi löser inte Ax = b, ty detta går normalt inte, eftersom vi får av-vikelser i alla ekvationerna. Lite slarvigt kan man skriva Ax ≈ b.Om vi kan lösa Ax = b så är ju residualvektorn r = Ax− b noll-vektorn, varför mätpunkterna följer modellen exakt. Notera o
ksåatt matrisen A har �er rader än kolonner.När residualvektorn kan skrivas r = Ax− b säger vi attproblemet är linjärt. Modellen har utseendet:
b = uttryck1 parameter1 + . . .+ uttryckn parameterndär uttryckk beror av mätvärdena o
h inte beror av någonparameter.Vår första modell är i
kelinjär eftersom parametern λ inte ingårlinjärt i modellen.
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I vissa fall kan vi via substitutioner eller andra transformationerskapa en linjär modell utifrån en i
kelinjär sådan. Vår första modellär enkel att transformera, förutsatt att b o
h c har samma te
ken.Låt oss anta att både b o
h c är positiva:
b = ceλt ⇔ log b = log c+ λt

λ ingår nu linjärt i modellen.Om vi nu antar att c inte är känd (vi mätte aldrig b för t = 0)så är c en parameter som nu ingår i
kelinjärt i modellen. Om visätter x1 = log c har vi do
k en linjär modell som är identisk medmodellen för vår räta linje, log b = x1 + λt.För att göra analogin ännu tydligare sätter vi x2 = λ o
h får:
min
x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣








1 t1
1 t2... ...
1 tm








[
x1

x2

]

−








log b1

log b2...
log bm








∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣Efter att x är beräknad sätter vi så c = ex1 o
h λ = x2.När vi gör transformationer på detta sätt ändrar vi (ibland) pånormen. Logaritmering, till exempel, har en utjämnandeverkan, o
h minskar de stora residualernas in�ytande.Detta kan jämföras med att minimera i en annan norm.Vi ställer en annan fråga, men den kan ju vara lika relevant.Ibland fäster vi olika stor vikt vid de olika residualerna.Mätapparaturen kanske mäter olika noga i olika mätområden. Detär då rimligt att ett osäkert värde får mindre in�ytande än ettsäkert. Vi kan åstadkomma detta med en viktad norm, t.ex.

min
x

||V (Ax− b)||, V = diag(v1, v2, . . . , vm)Residual, rk, multipli
eras alltså med vikten vk.61

Låt oss nu återvända till den räta linjen, b = x1 + x2t.Följande bild visar anpassning i våra tre normer.
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t

b

A

entueras när man har utliggare (outliers).
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t

b
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Vi studerar nu det linjära minstakvadratproblemet:

min
x

||Ax− b||2Det är enkelt att beskriva den optimala lösningen till detta pro-blem. Vi ser på spe
ialfallet när A har två kolonner, a1 respektive
a2, men det kan enkelt generaliseras till ett godty
kligt fall.För en godty
klig x ∈ ℜ2 gäller att Ax = a1x1 + a2x2 är enlinjärkombination av As kolonner. När x varierar över alla vekto-rer med två element så kommer mängden a1x1 +a2x2 att bilda ettplan, As bildrum, R(A) (ty R(A) = {Ax | x ∈ ℜn}).Om b tillhör detta plan så existerar (minst) ett x så att Ax = bmed likhet. Residualvektorn r = Ax− b blir då noll. T.ex.

A =





1 1

0 1

0 1



 , b =





2

1

1



I exemplet är x = [1, 1]T . Normalt bildar do
k b en vinkel motplanet, tag till exempel b = [2, 1, 2]T . Vektorn b kan då inte skri-vas som en linjärkombination av As kolonner, men vi vill minimeraavvikelsen, längden av residualvekorn Ax− b.Dela upp b i två komponenter, bA som ligger i planet o
h b⊥ somär ortogonal mot planet. Oavsett hur vi väljer x så kan vi intenollställa någon del av b⊥, eftersom b⊥ är ortogonal mot alla lin-järkombinationer, Ax. Däremot kan vi nollställa bA, eftersom bAligger i planet o
h den därmed är en linjärkombination av As ko-lonner, dvs. det existerar (minst) ett x så att bA = Ax. Detta x ärdet x vi söker.Residualvektorn blir r = Ax− b = Ax− bA − b⊥ = −b⊥.
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b
⊥

a
2

a
1

b
A

b

Här följer samma resonemang med normer:Pythagoras sats: om y o
h z är ortogonala vektorer gäller:
||y + z||22 = ||y||22 + ||z||22ty

||y+z||22 = (y+z)T(y+z) = yTy+yTz
︸︷︷︸

0

+ zTy
︸︷︷︸

0

+zTz = ||y||22+||z||22Det x som löser Ax = bA är optimalt. Ty om så inte vore falletexisterar z 6= 0 så att x + z ger ett mindre värde på normen. Vitestar:
||A(x+ z) − b||22 = ||A(x+ z) − (bA + b⊥)||22 =

||Ax− bA︸ ︷︷ ︸
0

+Az − b⊥||22 = ||Az||22 + ||b⊥||22 ≥ ||b⊥||22Med minimum då z = 0 (om A har linjärt oberoende kolonner).
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Residualvektorn, r = −b⊥, är ju ortogonal mot bildrummet. Bildrum-met utgörs av alla linjärkombinationer av a1 o
h a2 (i vårt spe
i-alfall) vilket medför att aT1 r = aT2 r = 0.Vi kan skriva dessa likheter på följande form:
0 =

[
aT1 r

aT2 r

]

=

[
aT1
aT2

]

r =
[
a1 a2

]T
r = ATr = AT (Ax− b)vilket ger oss normalekvationerna:

ATAx = ATb

rang(A) = n ⇒ ATA symmetrisk o
h positivt de�nit. Kan lö-sa normalekvationerna med hjälp av Choleskyfaktorisering.Entydighet?
• om A har linjärt oberoende kolonner så har minstakvadratpro-blemet en entydig lösning. Matrisen har full rang.
• om A har linjärt beroende kolonner (är rangdefekt) så �nns detoändligt många lösningar som ger samma residualvektor, ty tag
z ∈ N (A) då gäller att A(x+ z) = Ax.Om A har nästan linjärt beroende kolonner, så är problemetilla konditionerat. Normalekvationerna förvärrar konditionen påproblemet, ett elakt problem kan bli omöjligt att lösa. Det gäl-ler att κ(ATA) = κ(A)2. Vi ska därför se på en bättre metodbaserad på QR-faktorisering.

x = A \ b i Matlab använder QR-faktorisering.Observera att operatorn \ är överlagrad. Om A är kvadratisk såanvänds LU-faktorisering, annars används QR-faktorisering. Mat-labkoderna för de två fallen har ingen gemensam del.
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Varför vill man ha många mätvärden? Något om statistik.Antag att vi har modellen b = p(t), där p är ett polynom av gradnoll, en konstant, så p(t) = x, där x är en skalär. Minstakvadrat-problemet kan skrivas:
min
x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣








1

1...
1







x−








b1

b2...
bn








∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
2Om vi låter e bete
kna kolonnvektor av n ettor har vi problemet

minx ||e x− b||2 o
h normalekvationerna ger oss lösningen:
eTe x = eTb ⇒ x =

∑n
k=1 bk

nså x är medelvärdet av bk-värdena.Antag att bk = β + δk, k = 1, . . . , n, där β är det exakta (menokända) b-värdet o
h δk är mätfel. Det gäller
x =

1

n

n∑

k=1

bk =
1

n

n∑

k=1

(β + δk) = β +
1

n

n∑

k=1

δkvilket ger oss ett uttry
k för det absoluta felet:
|x− β| =

1

n

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

δk

∣
∣
∣
∣
∣Antag att det �nns δ > 0 så att felen har egenskapen:

−δ ≤ δk ≤ δ, k = 1, . . . , nVi kan då begränsa det maximala felet i x:
|x− β| =

1

n

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

δk

∣
∣
∣
∣
∣

≤ 1

n

n∑

k=1

|δk| ≤ δDetta är en pessimistisk uppskattning, eftersom mätfel normaltvarierar i storlek o
h te
ken (om vi inte har systematiska fel).66
Medelvärdet av felen är normalt mindre än det maximala felet.Antag att felen, δk, är likformigt fördelade i intervallet [−δ, δ],
δ > 0. Följande bild (simulering med Matlabs rand ) visar hurmedelvärdena

1

n

n∑

k=1

δk, n = 1, 2, . . . , 40ser ut för 50 mätserier. En heldragen linje visar, för en mätserie:
δ1,

δ1 + δ2

2
,
δ1 + δ2 + δ3

3
, . . . ,

δ1 + δ2 + δ3 + . . .+ δ40

40

1 10 20 30 40
Antalet mätpunkter

Fel i medelvärdet. 50 mätserier.

δ

−δ

0

De två horisontella ste
kade linjerna markerar maxfelet ±δ.Vi ser att spridningen minskar med ökande antal mätpunkter. Mankan bevisa att den sk standardavvikelsen minskar som 1/
√
n (deandra stre
kade linjerna visar ±δ/√n).67

I matematisk statistik (o
h fysik) formulerar man sig ungefär såhär:med 95% sannolikhet ligger det riktiga värdet i intervallet
(x− fel, x+ fel) där fel kan räknas ut. Detta intervall är ett sk(observerat) kon�densintervall o
h sannolikheten, 95%, kallaskon�densgrad.Detta säger att i 19 fall av 20 så kommer det riktiga värdet, β,att ligga i intervallet.Mer allmänt kan man bestämma en sannolikhet, 0 < p < 1, därfelet är begränsat av fel(p, n, δ) (en funktion av p, n o
h δ). För�xt n, så kommer ett större p (säkrare) att ge ett större värde på
fel(p, n, δ). Man skall tänka på att felet kan överstiga fel(p, n, δ),eftersom vi arbetar med sannolikheter. Om man kräver visshet,
p = 1, får vi maximalfelet.Vi kan alltså väljer mellan en säker, men pessimistisk gräns, o
hen realistisk men osäker.Bilden ovan är lite missvisande. Man har inte alltid så långa mätse-rier (40 värden). 10-20 värden är inte ovanligt o
h ibland har mankanske bara fem värden. Felet behöver inte minska så my
ket, medandra ord.
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Kort om konditionstal för LS-problemet (LS = Least Squares)Antag att x resp. y löser följande problem:
min
x

||Ax− b||2 resp. min
y

||(A+ F )y − (b+ f)||2

y är alltså lösningen till ett stört problem.Vi vill begränsa ||y−x||2/||x||2 i termer av ||F ||2/||A||2 o
h ||f ||2/||b||2.Att göra detta allmänt är svårt. En första förenkling är att antaatt A har full rang o
h att ||F ||2 är tillrä
kligt liten så att A+ Fhar samma rang som A. Härledningen är nu avsevärt enklare, menändå lite småbesvärlig, så på dessa sidor antar vi att F = 0, pre
issom vi gjorde när vi analyserade Ax = b-problemet.Eftersom A har full rang kan vi använda normalekvationerna o
hfår x = (ATA)−1ATb resp. y = (ATA)−1AT (b+ f).Lösningen till ett vanligt linjärt ekvationssystem, Cx = b, kanskrivas, x = C−1b, så det verkar rimligt att betrakta (ATA)−1ATsom en generaliserad invers. Detta gör man, o
h denna invers kallaspseudoinversen, bete
kna A+ o
h kan beräknas medMatlabkommandot pinv .
A+ är ett matematiskt hjälpmedel o
h den brukar inte användasför att lösa minstakvadratproblem i praktiken. Vi ser att A+ är envänsterinvers, A+ A = (ATA)−1ATA = I. Däremot är inte A+en högerinvers, så AA+ 6= I. Man kan de�niera A+ även om A ärrangdefekt (men då gäller inte att A+ = (ATA)−1AT ).Vi ser att
y − x = A+(b+ f) −A+b = A+f ⇒ ||y − x||2 ≤ ||A+||2 ||f ||2
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Vi måste få en undre begränsning av ||x||2 o
h använder samban-det Ax = bA, där bA är den ortogonala projektionen av b på A:sbildrum. Antag vidare att bA 6= 0 vilket medför att x 6= 0. Vi får
||bA||2 = ||Ax||2 ≤ ||A||2 ||x||2 ⇒ 1/||x||2 ≤ ||A||2/||bA||2Slutligen:

||y − x||2
||x||2

≤ ||A||2 ||A+||2
︸ ︷︷ ︸

κ2(A)

||f ||2
||bA||2Denna gräns liknar den för linjära ekvationssystem. En viktig skill-nad är att det inte står ||f ||2/||b||2.Låt oss skriva om uppskattningen:

||y − x||2
||x||2

≤ ||A||2 ||A+||2
||b||2
||bA||2

||f ||2
||b||2Ommodell o
h mätdata stämmer väl överens så kommer ||b||2/||bA||2att vara nära ett (kvoten är alltid ≥ 1), men om modell o
hdata inte passar ihop så kan kvoten bli stor. Extremfallet är att bär ortogonal mot A:s bildrum i vilket fall bA = 0 o
h kvoten äroändlig.Skulle kvoten vara väldigt stor är det kanske inte så meningsfulltatt lösa minstakvadratproblemet. Stör vi nu även A med F så till-kommer ytterligare en term i feluppskattningen o
h detvisar sig att man även får en faktor κ2

2(A) ||b⊥||2/||bA||2 gånger derelativa störningarna.När vi studerade Ax = b-problemet sa vi att ||A||/κ(A) är nor-men på den minsta störning, E, som gör A+ E singulär. Analogtgäller för minstakvadratproblemet att ||A||2/κ2(A) är tvånormenpå den minsta E som gör att A + E är rangdefekt (A + E harlinjärt beroende kolonner).
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Exempel: låt ǫ, µ > 0 vara små o
h antag att 0 ≤ ψ < π/2. Sätt;
A =





1 1

0 ǫ

0 0



 , b =





cosψ

0

sinψ



 , f =





0

µ

0





Det gäller att κ2(A) ≈ 2/ǫ. Pseudoinversen blir:
A+ = (ATA)−1AT =

1

ǫ

[
ǫ −1 0

0 1 0

]

varför lösningarna x o
h y ges av
x =

[
cosψ

0

]

, y =

[
cosψ − µ/ǫ

µ/ǫ

]

o
h
||y − x||2

||x||2
=

√
2

µ

ǫ cosψDet gäller att
||f ||2
||b||2

=
µ

1
= µo
h att

||b||2
||bA||2

=
1

cosψVår uppskattning stämmer bra i detta exempel:
||y − x||2

||x||2
︸ ︷︷ ︸√
2 µ/(ǫ cosψ)

≤ κ2(A)
︸ ︷︷ ︸

2/ǫ

||b||2
||bA||2
︸ ︷︷ ︸

1/ cosψ

||f ||2
||b||2
︸ ︷︷ ︸
µOm ψ ≈ π/2 så är b nästan ortogonal mot A:s bildrum (ψ är isjälva verket vinkeln som b bildar mot bildrummet) o
h felet ökarmed (den då stora) faktorn 1/ cosψ.
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Alternativ till normalekvationernaFörst ett exempel som visar en na
kdel med normalekvationerna.
A =





1 1

0 ǫ

0 0



 , med ǫ > 0. ATA =

[
1 0 0

1 ǫ 0

]




1 1

0 ǫ

0 0



 =

[
1 1

1 1 + ǫ2

]

Om 0 < ǫ ≤ √
ǫmach så är fl(1 + ǫ2) = 1 varför ATA blir singuläro
h ATAx = ATb har inte entydig lösning. Minstakvadratproble-met, minx ||Ax− b||2 har do
k entydig lösning så länge som ǫ 6= 0.Idé: vi utnyttjar att tvånormen är unitärt invariant, dvs.

||QAP ||2 = ||A||2, om QTQ = I, P TP = Iförutsatt att P är kvadratisk (Q behöver do
k inte varakvadratisk). Spe
iellt kan A vara en vektor, v säg, så:
||Qv||2 = ||v||2En komplex matris, Q, är unitär då QHQ = I. Så unitär är mot-svarigheten till ortogonal för reella matriser.Bevis av ||Qv||2 = ||v||2. Utnyttja att || · ||2 ≥ 0 o
h att

||Qv||22 = (Qv)TQv = vTQTQv = vTIv = vTv = ||v||22Sats: Antag att A har linjärt oberoende kolonner. A har då en QR-faktorisering: A = QR där QTQ = I o
h R är övertriangulär medpositiva diagonalelement.Lösningen, x, till minstakvadratproblemet ges då av:
Rx = QTbett triangulärt system. Detta följer av normalekvationerna (somjag bara använder för att bevisa ovanstående):

ATAx = ATb med A = QR, där R är i
kesingulär, blir
(QR)T(QR)x = (QR)Tb ⇔ RTQTQRx = RTQTb ⇔ Rx = QTb72



Ett fysikproblemEn kväll �
k jag ett mail från Peter Berntsen, kondenserademateriens fysik, om ett besvärligt optimeringsproblem. Följande si-dor är resultatet av mina försök att förstå problemets natur.Svante Arrhenius (1859-1927) är en av grundarna av denfysikaliska kemin. Han undersökte (bland annat) hur hastighetenhos kemiska reaktioner beror av temperaturen. Om t.ex. ämnena
α o
h β reagerar o
h produ
erar ämnet γ, så gäller (ofta) att:

d [γ]

dt
= k(T ) [α]m [β]ndär [ ] bete
knar kon
entrationen, t är tiden o
h T är absolutatemperaturen (i Kelvin). m o
h n kallas ordningar (båda kan varaett t.ex).Arrhenius ekvation (1889) är en modell för utseendet på k(T ):

k(T ) = Ae−E/RT .

A kallas den pre-exponentiella faktorn, E (ofta skriven Ea) är ak-tiveringsenergin o
h R är den allmänna gaskonstanten.Arrhenius resonerade så här: För att en kemisk reaktion, mellantvå molekyler, skall inträ�a, så måste rörelseenergin hosmolekylerna uppnå en viss nivå, aktiveringsenergin E.Enligt Ludwig Boltzmanns (1844-1906) arbeten (statistiskmekanik o
h termodynamik) följer att antalet kollisioner med ener-gi ≥ E är e−E/RT , så k(T ) bör vara proportionell mot denna faktor.Om temperaturen ökar, så blir sannolikheten större att molekyleruppnår E varför k(T ) ökar.Arrhenius formel passar till �era andra situationer. Min bok i fysi-kalisk kemi nämner frekvensen av syrsors spelande (som funktionav T ), myrors krypande, åldrandets hastighet,eld�ugors lysande, o
h hur snabbt man glömmer.Anledningen att Arrhenius formel passar in, är att ovanståendepro
esser är kemiska. 73

Nu till tillverkning av glas. Det är intressant att ha en modell förberoendet mellan viskositet, b, (av en glas-smälta) o
h temperatur.Arrhenius modell stämmer inte så bra. Man noterade att log b intevar linjär i 1/T :
b = Ae−E/RT ⇔ log b = logA− E

R
· 1

TGordon Ful
her (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikelfrån 1925, följande modeller
log b = A−B/T + C/T 2

log b = −A+B/T + C/T 2

log b = −A+B log T + C/T 2

log b = −A+B/(T − T0)
2

log b = −A+B/(T + 273)2.33

log b = −A+ 103 ·B/(T − T0)

T ges i ◦C o
h log = log10. Den sista ekvationen fungerade rättväl. Vogel (1925) o
h Tammann (1926) publi
erade samma formel,som nu kallas: Vogel-Ful
her-Tammanns modell (VFT), här skrivenpå en vanlig form:
b = A eE/(T−T0) VFT

T0 = 0 ger Arrhenius modell. Vi har mätt b vid olikatemperaturer, T , o
h vill bestämma parametrarna A, E samt T0.Vi har tydligen en i
kelinjär modell i parametrarna.Ful
her använde en gra�sk teknik. Först bestämde han T0 från tremätvärden. Han plottade sedan log b som funktion av
1/(T − T0) o
h anpassade en rät linje till mätpunkterna.Låt oss nu atta
kera problemet med moderna hjälpmedel.Första idén: formulera problemet som ett i
kelinjärtminstakvadratproblem (jag har tagit bort √ ):

min
A, E, T0

n∑

k=1

[

bk −A eE/(Tk−T0)
]274

De lösare som används är iterativa o
h kräver en startapproxi-mation o
h produ
erar, förhoppningsvis, en serie approximationersom konvergerar mot ett lokalt minimum.Lösaren stannar när ett avbrottskriterium är uppfyllt. Detta krite-rium baseras normalt på förändringen av approximationerna, för-ändringen av funktionen som skall minimeras (objektfunktion, mål-funktion) o
h på normen av gradienten.Det är viktigt med bra startapproximationer. En dålig approxi-mation kan ge divergens eller konvergens mot ett lokalt minimummed större minimivärde.Låt oss ignorera dessa råd o
h starta med en slumpvektor. Vi an-vänder Matlabs lsqnonlin för det i
kelinjära problemet. Så härser plottarna av mätdata o
h lösning ut:
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Den dåliga anpassningen beror inte på för stora toleranser iavbrottskriteriet (man kan skärpa dessa).Residualvektorn, med element bk − AeE/(Tk−T0), har element avsamma storleksordning, ≈ 10−4. De relativa avvikelserna är do
kenormt stora för de små värdena.Om vi tror (vet) att alla b-värden är givna med samma relati-va fel kan man använda vikter, så att alla mätvärden får sammain�ytande. Om vi viktar med 1/bk får vi problemet:
min

A, E, T0

n∑

k=1

[

bk −A eE/(Tk−T0)

bk

]2

Detta fungerar nu inte så bra, men de små värdena kommer i allafall med:
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Felet är startgissningen. Att gissa går inte så bra, vi behöver bättrevärden.För att bestämma startapproximationer av parametrarna,skriver vi om det i
kelinjära problemet som ett linjärtproblem. Detta går givetvis inte alltid.Logaritmera VFT:
log b =

E

T − T0

+ logAMultipli
era upp T − T0 o
h samla ihop termerna:
T log b = T0 log b+ T logA+ E − T0 logALåt x1 = T0, x2 = logA o
h x3 = E − T0 logA. Det linjäraproblemet kan då skrivas:
min
x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣








log b1 T1 1

log b2 T2 1... ... ...
log bn Tn 1







x−








T1 log b1

T2 log b2...
Tn log bn








∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
2Här är Matlabkoden:

n = length(T);
x = [log(b), T, ones(n, 1)] \ (T . * log(b));

T0 = x(1);
A = exp(x(2));
E = x(3) + T0 * x(2);Vi använder nu dessa värden som startapproximation,till lsqnonlin , o
h får en nästan perfekt plot:
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Ett alternativ till vikter, i detta fall, är att logaritmeraekvationen. Logaritmen av b-värdena är:
-2.8350e+00
-4.7892e+00
-6.1521e+00
-7.5369e+00
-8.8262e+00
-9.9547e+00
-1.0892e+01
-1.1740e+01
-1.2494e+01som är av liknande storleksordning.78

Man löser sedan det i
kelinjära problemet, där det är lämpligt attta log(A) som en parameter. Det blir då mindre spridning på pa-rametrarnas storleksordningar.
min

logA, E, T0

n∑

k=1

[

log bk − logA− E

Tk − T0

]2

Värdena skiljer sig do
k inte från vad det viktade problemet ger.Här är en sammanställning:
Original Linjärt Viktat Symb

A 6.6872e-13 7.0725e-13 7.2491e-13 4.1547e-13
E 1.6081e+03 1.6080e+03 1.6079e+03 1.6973e+03
T0 1.5118e+02 1.5102e+02 1.5090e+02 1.4880e+02
res 1.9417e-01 1.8218e-01 1.8363e-01 1.7873e-01där res är roten ur summan ovan. Symb-värdena har jag räknatfram med en egen rutin i Maple (via Matlab). Jag har då kunnaträkna med ett litet ǫmach.När Peter �
k se detta, sa han ungefär �plottarna ser bra ut, menjag hade inte väntat mig de parametervärdena.�Detta kan bero på att parametrarna är dåligt bestämda avmålfunktionen. Två enkla exempel:Exempel: minimera f(x) = x2 o
h g(y) = y4. Antag vi a

epterar
x som minimum om f(x) ≤ 10−8, g(y) ≤ 10−8. Vi får intervallen
−10−4 ≤ x ≤ 10−4 respektive −10−2 ≤ y ≤ 10−2.Exempel:

min
x1, x2

(x1 + x2)
2Minvärdet är noll, som antas för alla x1 o
h x2 där x1 + x2 = 0.Vi har inte entydigt minimum. Målfunktionen ser ut som ett dike(ränna). Om vi rör oss utmed dikets botten ändras inte funktionenvärde. Hessianen, H, är en 2 × 2-matris av tvåor, så H är positivtsemide�nit (singulär). 79

En annan orsak kan vara att vi har få mätpunkter, nio, i förhål-lande till antalet, tre, parametrar. Det hade varit trevligt med, säg30, mätpunkter. Tyvärr tar redan nio mätpunkter ett dygn attprodu
era. Mätfel påverkar o
kså resultatet.Här kommer en bild som visar varför parametrarna är illa be-stämda. Låt oss plotta följande funktion för, �xt T0 (det optimalavärdet), som funktion av A o
h E.
f(A,E) =

{
n∑

k=1

[

log bk − logA− E

Tk − T0

]2
}1/2
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Grafen ser ut som ett dike. Övriga kombinationer, �xt Arespektive �xt E ger liknande plottar.Ett annat sätt att förstå problemen är att studera80



Taylorutve
klingen av kvadratsumman, residualfunktionen r:
r(logA,E, T0) =

n∑

k=1

[

log bk − logA− E

Tk − T0

]2

Om (logA,E, T0) är optimal (∇r(logA,E, T0) = 0) så gäller att:
r(logA+ δlogA, E + δE, T0 + δT0

) = r(δlogA, E, T0) +
dTHd

2
+ · · ·där dT = [δlogA, δE, δT0

] o
h H är Hessianen av r.
H:s minsta egenvärde är λ ≈ 2.6 · 10−7, vilket innebär att om vigår ut från optimum i egenvärdesriktningen, d (dvs. Hd = λd), såändrar sig knappt funktionen, dvs.

dTHd = dTλd = λdTd ≈ 2.6 · 10−7 dTd.Jämför med r(logA,E, T0) ≈ 3.2 · 10−2. Här är dT :
-5.9815e-03 9.9969e-01 -2.4039e-02Följande plot visar r(log(A) + αd1, E + αd2, T0 + αd3) somfunktion av α. Vänstra bilden är funktionsvärdet o
h högra avvi-kelsen från det minsta värdet. Observera att det är olika

α-intervall. De stre
kade linjerna markerar α = 1 o
h λ.
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Egenvektorn är tangent till den blå kurvan i den plot TE kommeratt visa nu (den tar så stor plats att den inte är inkluderad i dessasidor).Nu några ord om störningsteori. Antag att vi har en parameter,
x, o
h modellen bk = f(x, tk). Antag att vi endast har osäkerhet i
bk. Vilken osäkerhet ger det i x? De�niera

r(x) =
1

2

n∑

k=1

(f(x, tk) − bk)
2Villkor för minimum är att r′(x) = 0, dvs. (f ′ är derivatan medavseende på x):

0 =
n∑

k=1

(f(x, tk) − bk)f
′(x, tk) (†)Vi behöver r′′ senare, o
h den blir (jag slutar skriva ut (x, tk)):

r′′(x) =

n∑

k=1

(f ′)2 + ff ′′ − bkf
′′Antag att x beror av b, så modellen ser ut som b = f(x(b), tk) o
hvi är intresserade av x′

bj
. Vi deriverar (†) med avseende på bj o
hfår (δjk är Krone
kers delta):

0 =
n∑

k=1

f ′x′
bj
f ′ + ff ′′x′

bj
− δjkf

′ − bkf
′′x′

bj
= r′′(x)x′

bj
− f ′(x, tj)så

x′
bj

=
f ′(x, tj)

r′′(x)Antag att bj har osäkerheten δbj. Osäkerheten i x får vi med Tay-lorutve
kling:
∆x = x(b1 + δb1, . . . , bn + δbn) − x(b) ≈ x′

b1
δb1 + . . .+ x′

bn
δbn =

f ′(x, t1) δb1 + . . .+ f ′(x, tn) δbn
r′′(x)

=

∑n
j=1 f

′(x, tj) δbj
r′′(x)82

I vårt fall har vi tre parametrar, x, y o
h z, säg o
h man kan dåvisa (övning) att med
r(x) =

1

2

n∑

k=1

(f(x, y, z, tk) − bk)
2så blir 




r′′
xx r

′′
xy r

′′
xz

r′′
yx r′′

yy r
′′
yz

r′′
zx r′′

zy r′′
zz











x′
bj

y′
bj

z′
bj




 =





f ′
x(x, y, z, tj)

f ′
y(x, y, z, tj)

f ′
z(x, y, z, tj)



där andraderivatsmatrisen är Hessianen, H. Alltså gäller att osä-kerheten i parametrarna ges av:




∆x

∆y

∆z



 ≈






r′′
xx r

′′
xy r

′′
xz

r′′
yx r′′

yy r
′′
yz

r′′
zx r′′

zy r′′
zz






−1
n∑

j=1





f ′
x(x, y, z, tj)

f ′
y(x, y, z, tj)

f ′
z(x, y, z, tj)



 δbj (‡)

Övningar: vad ger ovanstående för en linjär modell?Om man anpassar (‡) till vårt problem (med den logaritmerademodellen) så stämmer formeln utmärkt. Låt W vara matrisen




8.0 −0.8 −5.1 −6.3 −5.4 −3.1 0.3 4.4 8.9

−1439 79 835 1068 940 562 11 −656 −1400

37.4 −0.2 −19.2 −25.4 −22.9 −14.3 −1.5 14.2 31.8



då är 



∆A/A

∆E

∆T0



 ≈ W





δb1/b1...
δb9/b9




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Man kan säga mer om detta problem, med det krävermatematik o
h matematisk statistik som vi inte har gått igenom.Frågan är do
k om man inte borde arbeta vidare medmodellen. Residualvektorn ser inte spe
iellt slumpmässig ut.I följande bild har jag ritat log bk − logA− E/(Tk − T0) somfunktion av 1/(Tk−T0). Mätdata kommer från en annan mätserie.Den ste
kade linjen är en anpassad sinuskurva.

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

1 / (T − T
0
)

r(
T

)

residual efter optimering

Avslutningsvis: detta är ett vanligt problem. Här resultat från Goog-le:
arrhenius "least squares" 160,000 träffar
"arrhenius equation" 371,000
"vogel-fulcher-tammann" 3,340
"vogel-fulcher-tamman" 1,610
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I
kelinjära ekvationer
f(x) = 0, f : ℜ → ℜVi kan o
kså ha system av ekvationer:







f(x, y, z) = 0

g(x, y, z) = 0

h(x, y, z) = 0

Exempel:
{
x2 + y2 − 2 = 0

x− y = 0med rötter (1, 1) o
h (−1,−1).
En i
kelinjär ekvation kan ha 0, 1, 2, 3, . . . ,∞ lösningar.Ett linjärt problem (Ax = b) har 0, 1 eller ∞ många.Det kan tänkas att f är de�nierad via en pro
edur.

f(x) =

∫ x

−4

(1 + t)e−t2 sin t dtFlertalet metoder:
• Startas med en (eller �era) approximation(er).
• Skapar en sekvens av approximationer som förhoppningsvis kon-vergerar mot nollstället.
• Kan divergera.
• Försöker att hitta ett nollställe åt gången.
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Halveringsmetoden (bisektionsmetoden)Givet en kontinuerlig funktion f o
h p, n ∈ ℜ med f(n) < 0,
f(p) > 0.while |n− p| > tol do

m = (n+ p)/2if f(m) < 0 then ! borde ta hand om exakt likhet o
kså
n = melse
p = mendifendOm begynnelseintervallet har längden τ har intervallet längden

τ

2kefter k iterationer.Halveringsmetodens fördelar
• konvergerar alltid
• rä
ker att f är kontinuerlig
• får ett intervall där roten ligger
• deterministisk i antal stego
h na
kdelar
• kan ej generaliseras till system
• långsam
• kan vara svårt att hitta p o
h n�långsam men säker� 86

Snabbare metoder: lös ett svårt problem genom att lösa ensekvens av enklare problem.Linjärisering, approximera f med en linjär funktion.

b

ny approximation

a

f(x)

c

Sekanten (den räta linjen) har ekvationen
y(x) =

f(b) − f(a)

b− a
(x− a) + f(a)varför c ges av

c = a− f(a)
b− a

f(b) − f(a)
=
af(b) − bf(a)

f(b) − f(a)

Iterera: givet två startvärden x0, x1

xk+1 = xk − f(xk)
xk−1 − xk

f(xk−1) − f(xk)
, k = 1, 2, . . .Om f är linjär ger detta nollstället i ett steg.

87

Exempel: f(x) = x3 − 2x− 5.

0 10 20 30 40 50
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

10
5

Sekant och halvering. x 3 − 3x − 5 = 0. [0, 3]

iteration

| x
k −

 r
oo

t |

Sekantmetoden konvergerar i en iteration om funktion är linjär,ett faktum som använts i �era hundra år.
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`A dis
ussion of sheep' is a problem taken from Robert Re
ord's�Grounde of Artes� (London, 1542?).
There is supposed a lawe made that (for furtheryng of tyllage) eve-ry man that doth kepe shepe, shall for every 10 shepe eare andsowe one a
re of grounde, and for his allowan
e in sheepe pasturethere is appointed for every 4 shepe one a
re of pasture. Nowe isthere a ry
he shepemaister why
he hath 7000 akers of grounde, andwould gladlye kepe as manye sheepe as he myght by that statute.I demaunde howe many shepe shall he kepe?Fyrste I suppose he maye kepe 500 shepe, and for them he shallhave in pasture, after the rate of 4 shepe to an a
re, 125 akers, andin earable grounde 50 a
res that is 175 in all, but this errour isto litell by 6825. Therefore I gesse agayn that he maye kepe 1000shepe, that is in pasture 250 akers, and in tyllage 100 akers, whi
hmaketh 350, that is to lytle by 6650.These bothe erroures with theyr positions I sette downe as yousee, and multiply in 
rosse 6825 by 1000, and it maketh 6825000.Then I multiply 6650 by 500, and it doth amount to 3325000, whi
hsum I do subtra
t out of the fyrst, & there remaineth 3500000, asthe dividende. Also I doo subtra
t the lesser errour out of the gre-ater, and so remayneth 175, by whi
h I divide the said dividende,and the quotient will be 20000, so that I see that by this rate hethat hathe 7000 a
res of ground may keepe 20000 shepe: & therbyI 
onje
ture that many menne may kepe so many shepe: for manymen (as the 
ommon talke is) have so many a
res of grounde.The 'equals' symbol '=' appears in Re
orde's book �The Whetstoneof Witte� published in 1557. He justi�es using two parallel linesegments �bi
ause noe 2 thynges 
an be moare equalle�.
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Problem 12, kapitel 7 i �Nio kapitel om matematik�.(1 
ùn = 1
10


h��)
Two rats gnawing towards ea
h otherJ	�n y�ou héng hòu w�u 
h��, Now let there be a wall ofthi
kness 5 
h��,li�ang sh�u duì 
hu	an. two rats gnawing towards (ea
h other).Dà sh�u rì y	� 
h��, The big rat gnaws on the �rst day 1 
h��,xi�ao sh�u yì rì y	� 
h��, the small rat also on the �rst day 1 
h��.Dà sh�u rì zì bèi, The big rat gnaws everyday twi
e itself,xi�ao sh�u rì zì bàn, The small rat gnaws everyday half itself.Wèn Question:j�� hé rì xi	ang féng, (In) how many days (do they) meet,gè 
hu	ang j�� hé. how mu
h has ea
h one gnawn?Dá yu	e: The answer says:èr rì shí q	� f	en rì zh	� èr. (In) 2 2

17
days.Dà sh�u 
hu	an The big rat has gnawns	an 
h�� sì 
ùn shí q	� f	en 
ùn zh	� shí èr,3 
h�� 412

17

ùn,xi�ao sh�u 
hu	an the small rat has gnawny	� 
h�� w�u 
ùn shí q	� f	en 
ùn zh	� w�u.1 
h�� 1 5

17

ùn.Shù yu	e: The rule says:Ji�a lìng èr rì, Assuming 2 days,bù zú w�u 
ùn. the de�
it is 5 
ùn.Lìng zh	� s	an rì, Let it (be) 3 days,y�ou yú s	an 
h�� q	� 
ùn bàn. there is 3 
h�� 71

2

ùn in ex
ess. �
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Newtons metodKan approximera med tangenten i stället för med sekanten(Newton-Raphson, 1690).

f(x)

c ny approximation

tangent

startpunkt, (a, f(a))

Tangenten har ekvationen:
y = f(a) + f ′(a)(x− a)När x = c är y = 0

c = a− f(a)

f ′(a)Iterera
xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)Kräver endast ett startvärde, men måste ha derivatan.
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Exempel: Newtons eget exempel x3 − 2x− 5 = 0.Iterationen blir
xk+1 = xk − x3

k − 2xk − 5

3x2
k − 2I bilden nedan har vi testat med de två startvärdena x0 = 0 re-spektive x0 = 3.
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10
−15

10
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10
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10
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iteration

| x
k −

 r
oo

t |

x
1
 = 3

Newton, sekant, halvering. x 3 − 2x − 5 = 0. [0, 3]

x
1
 = 0

Startvärdet viktigt! (roten = 2.0946)
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Newton för systemRepetition av Taylors formel.
[
f(a+ h, b+ k)

g(a+ h, b+ k)

]

=

[
f(a, b)

g(a, b)

]

+

[
∂f(a,b)
∂x

h+ ∂f(a,b)
∂y

k
∂g(a,b)
∂x

h+ ∂g(a,b)
∂y

k

]

+ . . . =

[
f(a, b)

g(a, b)

]

+

[
∂f(a,b)
∂x

∂f(a,b)
∂y

∂g(a,b)
∂x

∂g(a,b)
∂y

] [
h

k

]

+ . . .Matrisen av partiella derivator kallas Ja
obianen.Vi står i (xj, yj) o
h vill hitta korrektioner, (h, k), så att
f(xj + h, yj + k) = 0 o
h g(xj + h, yj + k) = 0.
[

0

0

]

=

[
f(xj + h, yj + k)

g(xj + h, yj + k)

]

≈
[
f(xj, yj)

g(xj, yj)

]

+

[
∂f(xj,yj)

∂x

∂f(xj,yj)

∂y
∂g(xj,yj)

∂x

∂g(xj,yj)

∂y

]

︸ ︷︷ ︸

J(xj,yj)

[
h

k

]

Om Ja
obianen, J , är i
kesingulär kan vi få de approximativakorrektionerna:
[
h

k

]

≈ −J−1(xj, yj)

[
f(xj, yj)

g(xj, yj)

]

Iterera!
[
xj+1

yj+1

]

=

[
xj
yj

]

− J−1(xj, yj)

[
f(xj, yj)

g(xj, yj)

]

Jämför med det skalära fallet:
xj+1 = xj − f(xj)/f

′(xj)Vi räknar naturligtvis inte ut inversen utan löser systemet:
J(xj, yj) c =

[
f(xj, yj)

g(xj, yj)

]

, med c = −
[
h

k

]
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Exempel :

{
x2 + y2 − 2 = 0

xy − 1
2

= 0Våra funktioner är alltså: {
f(x, y) = x2 + y2 − 2

g(x, y) = xy − 1
2Newtons metod blir:

[
xj+1

yj+1

]

=

[
xj
yj

]

−
[

2xj 2yj
yj xj

]−1 [
x2
j + y2

j − 2

xjyj − 1
2

]

Om vi startar med x0 = −3 o
h y0 = 10 så får vi följandeapproximationer:
-3.0000e+00 -1.4121e+00 -5.4236e-01 -1.4188e-02

1.0000e+01 5.1264e+00 2.8033e+00 1.8081e+00

2.7380e-01 3.5877e-01 3.6597e-01 3.6603e-01
1.4593e+00 1.3733e+00 1.3661e+00 1.3660e+00

3.6603e-01 3.6603e-01 3.6603e-01
1.3660e+00 1.3660e+00 1.3660e+00

>> fel =
-3.3660e+00 -1.7781e+00 -9.0838e-01 -3.8021e-01

8.6340e+00 3.7603e+00 1.4373e+00 4.4208e-01

-9.2230e-02 -7.2583e-03 -5.1931e-05 -2.6966e-09
9.3297e-02 7.2586e-03 5.1931e-05 2.6966e-09

0 0 0
0 0 0
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Om man arbetar med stora system kan man inte ha variabler
x, y, z, w, . . . utan vi får använda vektorer, analogt förfunktionerna.Exemplet kan skrivas på följande vis. x o
h y får vara elementen
x1 respektive x2 i vektorn (kolonnmatrisen) x.

{
x2

1 + x2
2 − 2 = 0

x1x2 − 1
2

= 0

Vår funktion, f , med två komponenter är:
{
f1(x1, x2) = x2

1 + x2
2 − 2

f2(x1, x2) = x1x2 − 1
2Normalt skriver vi bara f(x) = 0 där f , x o
h 0 är vektorer.

f är alltså en vektorvärd funktion som beror av en vektor.Newtons metod blir (notera pla
eringen av iterationsindex):
[

x
(j+1)
1

x
(j+1)
2

]

=

[

x
(j)
1

x
(j)
2

]

−
[

2x
(j)
1 2x

(j)
2

x
(j)
2 x

(j)
1

]−1 [

(x
(j)
1 )2 + (x

(j)
2 )2 − 2

x
(j)
1 x

(j)
2 − 1

2

]

Allmänt:
x(j+1) = x(j) − J−1(x(j))f(x(j))
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Hur skall vi karakterisera de olika konvergenshastigheterna förhalvering, sekant o
h Newton?
Om f(x∗) = 0 och lim

k→∞
|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|r = C konstant < ∞så säger vi att metoden har konvergensordning r

• om r = 1 o
h C < 1 så har vi linjär konvergens
• om r > 1 så har vi superlinjär konvergens
• om r = 2 så har vi kvadratisk konvergensVad innebär r = 1? Om x0 ligger tillrä
kligt när x∗ så gäller att:
|x1 − x∗| ≈ C|x0 − x∗|, |x2 − x∗| ≈ C|x1 − x∗| ≈ C2|x0 − x∗|Dvs. |xk − x∗| ≈ Ck|x0 − x∗|Exempel: |xk+1 − x∗| ≈ C|xk − x∗|r. Antag att |x0 − x∗| = 0.1o
h C = 0.1, då är |xk − x∗|:

linjär superlinjär kvadratisk
k r = 1 r = 1.618 r = 2

0 1e-1 1e-1 1e-1
1 1e-2 2e-3 1e-3
2 1e-3 6e-6 1e-7
3 1e-4 3e-10 1e-15
4 1e-5 5e-17 1e-31Normalt (nära lösningen för sekant o
h Newton) är:

• Halveringsmetoden linjär med C = 0.5.
• Sekantmetoden superlinjär med r = (1 +

√
5)/2 ≈ 1.618

• Newtons metod kvadratiskt konvergent (om enkelrot)96



Exempel: lös med Newtons metod o
h halveringsmetoden
x10 − a = 0, a = 1010Använd det urusla startvärdet a ([0, a] för halveringsmetoden).Uruselt eftersom x∗ = 10.
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Konvergensordningen är de�nierad som ett gränsvärde. Det kankrävas många steg innan xk ligger så nära x∗ att den kvadratiskakonvergensen sätter igång.Om den kommer igång. Både Newtons metod o
hsekantmetoden kan divergera. �Snabba men osäkra.�Hybridmetoder: använd �dyra� Newton där det lönar sig o
h enbillig metod för övrigt.Vilken metod är billigare, Newton eller sekant?Sekantmetoden kräver ett funktionsvärde i varje steg.Newton kräver både ett funktionsvärde o
h en derivata menkonvergerar snabbare (nära nollstället).Vi är normalt inte intresserade av att minimera antaletiterationer. Det viktiga är det totala körtiden o
hminnesbehovet.
• få komplexa iterationer
• många enkla iterationer
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Den metodoberoende feluppskattningenGivet approximationen x̂ o
h det exakta värdet x∗ hur skall vi upp-skatta |x̂− x∗|?Det vi kan beräkna är �residualen� f(x̂).Medelvärdessatsen:

f(x̂) = f(x∗) + (x̂− x∗)f ′(ξ), ξ ∈ (x̂, x∗)Antag att f ′(ξ) är kontinuerlig med M = min |f ′(ξ)|, ξ ∈ [x̂, x∗].Om då M > 0 gäller att:
|x̂− x∗| ≤ |f(x̂)|/M

M kan vara noll. Tag f(x) = x2 (så nollan är dubbelrot).Då är både f(0) = 0 o
h f ′(0) = 0.
Exempel:
f(x) = 1/x− 1/10, x̂ = 11, f(x̂) = 1/11 − 1/10 = −1/110,

|f ′(ξ)| = 1/ξ2, |x̂− x∗| ≤ |1/11 − 1/10|
1/112

= 1.1

f är strängt avtagande med f(9) > 0 o
h f(11) < 0 varför (9, 11)innehåller pre
is en rot. Beloppet av derivatan är 1/x2 som ärsträngt avtagande. Det minsta värdet på derivatan, i intervallet,är därför 1/112.
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AvbrottskriteriumI sekantmetoden får vi inte en sekvens av intervall som innehål-ler roten. Metoden kan ju till o
h med divergera. Så, hur vet vinär vi skall avsluta iterationen? Vi har ett avbrottskriterium somkontrollerar:
• k, för att undvika oändliga loopar (divergens, eller för små to-leranser)
• |xk − xk−1|, borde gå mot noll vid konvergens, men litet värdekan betyda att det går långsamt
• |f(xk)|, noll i lösningen (tänk o
kså på |f(xk)|/M)Första försöket: avsluta om (∨ = eller):

k > maxit ∨ |xk − xk−1| ≤ tolx ∨ |f(xk)| ≤ tolf

maxit (max antal iterationer), tolx o
h tolf ges av användaren.Man kan givetvis kräva att |xk − xk−1| ≤ tolx & |f(xk)| ≤ tolf .Inte skalningsoberoende: 105f(x) = 0 borde helst fungera lika brasom f(x) = 0. Motsvarande för f(105x) = 0. Toleranserna måsteskalas efter problemet.Andra försöket: avsluta om:
k > maxit ∨ |xk − xk−1| ≤ tolx|x0| ∨ |f(xk)| ≤ tolf |f(x0)|Fungerar inte om x0 = 0. Vi skulle kanske kunna uppskattaderivatan för att få något i stil med |x̂− x∗| ≤ |f(x̂)|/M .Det är inte enkelt att utforma ett säkert o
h e�ektivtkriterium. Ett kriterium går alltid att lura eftersom vi endast kän-ner funktionen (o
h kanske derivatan) i ett ändligt antal punkter.Det �nns oändligt många funktioner som går genom dessa punkter.
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Dyrt o
h kompli
erat att beräkna J(x). Alternativ?Modi�erad Newton: Beräkna J(x(j)) då o
h då(inte i varje iteration).
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10
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Modifierad Newton

iteration

|| 
x*  −

 x
j ||

Di�erensapproximation av J ; slipper beräkna de n2 derivatornaexpli
it. Om f är given via en algoritm kanske det inte är möjligtatt beräkna derivatorna. Välj ett lämpligt tal δ (se övning):
f(x+ δei) ≈ f(x) + δJeieller
Jei ≈ f(x+ δei) − f(x)

δ

101

Fixpunkter o
h lite teoriUpprepade try
kningar på cos -knappen. Tre olika startvärden.
-5.0000e+00 0 2.0000e+01

2.8366e-01 1.0000e+00 4.0808e-01
9.6004e-01 5.4030e-01 9.1788e-01
5.7349e-01 8.5755e-01 6.0750e-01
8.4001e-01 6.5429e-01 8.2108e-01
6.6745e-01 7.9348e-01 6.8143e-01
7.8540e-01 7.0137e-01 7.7667e-01
7.0711e-01 7.6396e-01 7.1325e-01
7.6025e-01 7.2210e-01 7.5624e-01
7.2467e-01 7.5042e-01 7.2742e-01
7.4872e-01 7.3140e-01 7.4689e-01
7.3256e-01 7.4424e-01 7.3380e-01
7.4346e-01 7.3560e-01 7.4263e-01
7.3613e-01 7.4143e-01 7.3669e-01
7.4107e-01 7.3751e-01 7.4070e-01
7.3774e-01 7.4015e-01 7.3800e-01
7.3999e-01 7.3837e-01 7.3982e-01
7.3848e-01 7.3957e-01 7.3859e-01
7.3949e-01 7.3876e-01 7.3942e-01
7.3881e-01 7.3930e-01 7.3886e-01Så, i varje kolumn har vi cos(cos(cos(cos(. . . cos(x0) . . .)))).Detta kan skrivas på formen xk+1 = cosxk.

• Iterationen verkar konvergera
• Gör den alltid det?
• Hur snabbt konvergerar det?
• Kan vi använda detta till något?
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Om vi får konvergens gäller, i vårt exempel, att x = cosx, dvs.gränsvärdet är lösningen till en ekvation.
>> [x, cos(x), x - cos(x)]
ans = 7.3909e-01 7.3909e-01 0Låt oss try
ka x2-knappen istället. Vi noterar först att om x0 ≤ 0så är alla efterföljande värden i
kenegativa. Det rä
ker attstudera i
kenegativa värden med andra ord.Tre olika saker kan inträ�a:1. om 0 ≤ x0 < 1, så konvergerar värdena mot 0.T.ex. 0.1, 0.01, 0.0001, . . .2. x0 = 1 medför att vi stannar i ett3. x0 > 1 medför att xk → ∞Punkten ett är �repulsiv� i den meningen att oavsett hur nära vistartar ett (om vi inte startar pre
is i ettan) så stöts vi därifrån.Nollan �attraherar�. Om |x0| < 1 så konvergerar följden mot noll.Vi kommer att studera iterationer av typen xk+1 = g(xk)(inte enbart �knapptry
kningsfunktioner�).Om xk konvergerar, xk → x∗, gäller att x∗ = g(x∗).Vi kallar g �xpunktsiteration o
h x∗ �xpunkt.Startar vi i en �xpunkt får vi tillbaks den.Vi har två syften med de följande sidorna:

• givet en ekvation, f(x) = 0, hitta en �xpunktsiteration, g, somhar en attraktiv �xpunkt, x∗, sådan att f(x∗) = 0.
• vi vill förstå vilka egenskaper hos g som ger konvergens
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Newtons metod är en spe
iell �xpunktsiteration, ty
xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)
, xk+1 = g(xk) med g(x) = x− f(x)

f ′(x)Om Newtons metod konvergerar mot x∗ gäller i gränsen att
x∗ = x∗ − f(x∗)

f ′(x∗)dvs f(x∗) = 0. Så �xpunkten är en lösning till vårt problem.När konvergerar en �xpunktsiteration?Dvs om det existerar x∗ så att x∗ = g(x∗), när gäller att
lim
k→∞

|xk − x∗| = 0 ?Idé: konvergens medför att felet, |xk − x∗|, minskar dvs.
|xk+1 − x∗| < |xk − x∗|, så låt oss studera felet.

xk+1 − x∗ = g(xk) − x∗ = g(x∗ + xk − x∗) − x∗ =

g(x∗) + (xk − x∗)g′(θk) − x∗ = g′(θk)(xk − x∗), θk ∈ (xk, x
∗)Så,

|xk+1 − x∗| = |g′(θk)| |xk − x∗|Ett steg till:
|xk+2 − x∗| = |g′(θk+1)| |xk+1 − x∗| = |g′(θk+1)| |g′(θk)| |xk − x∗|
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Alltså:
|xk − x∗| = |g′(θk−1)| · · · |g′(θ1)| |g′(θ0)| |x0 − x∗|Så om det �nns ett tal, λ, där alla |g′(θk)| ≤ λ < 1 får vi konver-gens.

|xk − x∗| ≤ λk|x0 − x∗|Följande villkor garanterar konvergens:
• x0 tillrä
kligt nära x∗

• g kontinuerligt deriverbar med |g′(x∗)| < 1Den andra punkten medför att det existerar ett intervall,
I = [x∗ − δ, x∗ + δ] sådant att |g′(x)| ≤ λ < 1, x ∈ I.Om vi ser till att starta tillrä
kligt nära x∗, så stannar alla xkkvar i intervallet. Detta medför att alla θk ∈ I.Första steget: Om x0 ∈ I så gäller att θ0 ∈ I, varför |g′(θ0)| ≤ λvilket medför att x1 ∈ I. Induktion!Normalt linjär konvergens; ju mindre |g′(x∗)| desto snabbare kon-vergens:

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗| → |g′(x∗)|Newton?
g(x) = x− f(x)

f ′(x)så
g′(x∗) = 1 − (f ′(x∗))2 − f ′′(x∗)f(x∗)

(f ′(x∗))2
= 0, om x∗ enkelrotInnebär (minst) kvadratisk konvergens (inte att det konvergerar iett steg).
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Några exempel:
g(x) = x2 har vi redan analyserat. xk+1 = g(xk) eller xk+1 = x2

k.Fixpunkter? g(x∗) = x∗ eller (x∗)2 = x∗ så x∗ = 0 eller x∗ = 1.Konvergens? g′(x) = 2x o
h g′(0) = 0 så bättre än linjärkonvergens g′(1) = 2 divergens.
x0 = 10−1, x1 = 10−2, x2 = 10−4, . . ..
g(x) = x/2. Fixpunkter: x∗ = x∗/2 så x∗ = 0. Konvergens?
g′(x∗) = 1/2. Linjär konvergens: x0 = 1, x1 = 1/2, x2 = 1/4, . . ..
g(x) = cosx. Fixpunkter: x∗ = cosx∗ så x∗ ≈ 0.739.Konvergens? g′(x∗) = − sinx∗ o
h | − sinx∗| ≈ 0.674 < 1så linjär konvergens.
Lös x2 − 2 = 0. Vi kan ju använda Newtons metod, men låt osstesta med omskrivningen [x2 − 2]/α+ x = x o
h tag
g(x) = [x2 − 2]/α+ x. Fixpunkterna är rötterna till ekvationen.Konvergens? g′(x) = 2x/α+ 1. Tar vi t.ex. α = −3 så får vi rättsnabb konvergens ty |g′(

√
2)| = | − 2

√
2/3 + 1| ≈ 0.05719.

>> x = 1; for k=1:9, x(k+1)=x(k)-(x(k)^2 - 2) / 3; end
>> d = x - sqrt(2) % editerat
d = -4.1e-01 -8.0e-02 -6.8e-03 -4.0e-04 -2.3e-05

-1.3e-06 -7.5e-08 -4.3e-09 -2.4e-10 -1.4e-11

>> abs(d(2:end) ./ d(1:end-1))
ans = 1.9526e-01 8.4151e-02 5.9460e-02 5.7326e-02

5.7199e-02 5.7191e-02 5.7191e-02 5.7191e-02
5.7192e-02
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InterpolationExempel:Gymnasiet på �den gamla goda tiden�, räknesti
ka o
h tabeller.Vi vill beräkna √

1.245 o
h har en tabell över
y =

√
t där t = 0, 0.01, 0.02, . . . , 9.99, 10.00.

y-värdena är givna med fem si�ror.Mer realistiskt, nu för tiden, vore en tabell, tk, yk, k = 1, . . . , n,där vi av någon anledning inte kan beräkna y(t) för alla t(mättekniska problem, gamla data).Hur ska vi gå tillväga. I min skoltabell fanns röda tal mellan y-värdena, di�erenser, för att underlätta linjär interpolation
t y

· · ·
1.22 1.104545

1.23 1.109146

1.24 1.113645

1.25 1.118044

1.26 1.122545

1.27 1.12694444 i 1.118044 ska tolkas som 104(1.1180 − 1.1136). Så
√

1.245 ≈ 1.1136+
1.245 − 1.24

1.25 − 1.24
0.0044 = 1.1158, fel ≈ −4.3·10−6Andra tillämpningar som nyttjar interpolation är kvadratur(integration), lösning av randvärdesproblem, förenkling avfunktioner, härledning av metoder (t.ex. sekantmetoden).Allmänt har vi (tk, yk), k = 1, . . . ,m med t1 < t2 < · · · < tm o
hvill hitta en funktion (polynom i denna kurs), p, så att

p(tk) = yk, k = 1, . . . ,m. Ibland lägger man dessutom krav påderivator, sk Hermite-interpolation.107

Låt oss anta att det �nns en bakomliggande funktion, f ,(i exemplet √ ) som vi vill interpolera. Denna funktion är inte all-tid känd.Vi känner y1, y2 som är approximationer av f i två punkter t1 < t2,
y1 = f(t1) + δ1 samt y2 = f(t2) + δ2 o
h vi villapproximera f(t) där t1 < t < t2.Vi bestämmer nu interpolationspolynomet, p, som uppfyllerinterpolationsvillkoren: p(t1) = y1 samt p(t2) = y2. Två villkorbestämmer en konstant- eller en linjär funktion så vi kräver att phar grad ≤ 1. Ansätt p(t) = x1 + x2t, vilket ger följande linjäraekvationssystem:

{
x1 + x2t1 = y1

x1 + x2t2 = y2
⇒

{
x1 = (t2y1 − t1y2)/(t2 − t1)

x2 = (y2 − y1)/(t2 − t1)så att
p(t) =

t2y1 − t1y2

t2 − t1
+
y2 − y1

t2 − t1
t = y1 + (t− t1)

y2 − y1

t2 − t1Observera att den andra omskrivningen direkt svarar mottabellräkningen. Felet p(t) − f(t) kan skrivas enligt:
p(t) − f(t) = f(t1) + δ1 +(t− t1)

f(t2) − f(t1) + δ2 − δ1

t2 − t1
− f(t) =

f(t1) + (t− t1)
f(t2) − f(t1)

t2 − t1︸ ︷︷ ︸

pf(t)

−f(t) + δ1 + (t− t1)
δ2 − δ1

t2 − t1︸ ︷︷ ︸

pδ(t)Låt oss införa de två polynomen pf o
h pδ sådana att
pf(t1) = f(t1), pf(t2) = f(t2) resp. pδ(t1) = δ1, pδ(t2) = δ2. Dåär tydligen p = pf + pδ. Detta kan man direkt se från det linjäraekvationssystemet, lösningen x beror ju linjärt på högerledet.

p(t) − f(t) = pf(t) + pδ(t) − f(t) = pf(t) − f(t) + pδ(t)
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De två delarna i felet kan tolkas som följer: pf(t) − f(t) anger hurväl pf approximerar funktionsvärdena om de hade varitutan fel. pδ(t) svarar mot felet i tabellvärden.Låt oss nu uppskatta felet e(t) = f(t) − pf(t) (denna härledningkan rätt enkelt generaliseras till polynom av högre gradtal). Viantar att t 6= t1, t2 ty e(t1) = e(t2) = 0. Inför
g(z) = e(z) − (z − t1)(z − t2)

(t− t1)(t− t2)
e(t)där vi betraktar t som en �x punkt, g beror alltså av z. Det gälleratt g(t1) = g(t2) = 0 o
h dessutom är g(t) = 0. g har alltså tredistinkta nollställen varför, enligt medelvärdessatsen, g′(z) har tvådistinkta nollställen. g′′(z) har alltså ett nollställe, kalla det θ ∈

(t, t1, t2) (det minsta intervall som innehåller t, t1, t2). Vi deriverarnu g (med avseende på z) o
h får (ty grad pf ≤ 1):
g′′(z) = e′′(z) − 2 e(t)

(t− t1)(t− t2)
= f ′′(z) − 2 e(t)

(t− t1)(t− t2)Eftersom g′′(θ) = 0 kan vi lösa ut e(t) o
h får
e(t) =

f ′′(θ)

2
(t− t1)(t− t2)Antag att vi tar med �er punkter o
h interpolerar med ettpolynom av högre gradtal. Kommer felet i approximationen attminska?Vi kan först se på den allmänna satsen: Om pf interpolerar f förde n t-värdena t1 < t2 < . . . < tn så gäller att

f(t) − pf(t) =
f (n)(θ)

n!
(t− t1)(t− t2) · · · (t− tn)där θ ∈ (t, t1, t2, . . . , tn).

n! ser lovande ut, men resten är inte så lätt att bedöma (θ kännervi inte t.ex.), så vi ser på vårt exempel i stället.109

I exemplet kommer inte felet att minska eftersom det ser ut som:
p(t) − f(t) = pf(t) − f(t) + pδ(t)så även om vi kan göra pf(t) − f(t) mindre, så kommer pδ(t), somsvarar mot avrundningsfelet i tabellvärdena, att vara tämligen kon-stant, 10−5 − 10−6.Situationen ändras om tabellvärdena hade givits med mindre fel,anta att δ1 = δ2 = 0. I exemplet hade då felet i approximationenvarit 10−6 med två punkter (vårt förstagradspolynom), ≈ 10−8 medtre punkter (andragradspolynom), ≈ 10−10 medfyra punkter o
h ≈ 10−12 med fem punkter.Observera att felet beror på hur t-punkterna ligger relativt denpunkt där vi vill approximera f . I exemplet har jag lagtpunkterna symmetriskt kring detta värde.Så det kan löna sig att höja gradtalet förutsatt att tabellvärde-na inte är behäftade med för stora fel. Polynom av höga gradtal ärdo
k inte så lätthanterliga, mer om detta senare.Kan vi använda polynomet för att extrapolera (gå utför [t1, tn])?Vi vet att |p(t)| → ∞ när |t| → ∞ (om inte p är konstant), så detkan vara vanskligt. Polynom kan växa snabbt!Hur passar minstakvadratanpassning in i detta sammanhang? An-tag att vi anpassar mer än två (tk, yk)-punkter till ett förstagrads-polynom. Kommer vi då att få en bättre approximation av detsökta värdet? Knappast. I bilden nedan har jag anpassat sex punk-ter, tk = 12.2 : 0.1 : 12.7, (�exakta� y-värden) till polynom avgrader 1-5 (när graden är fem har vi interpolation). Den lodrätaaxeln visar |pk(t) − f(t)|, k = 1, . . . , 5 (grad pk = k).
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MinKva med 6 punkter och grad 1−5

Vi noterar att felet ökar utanför intervallet (extrapolation).Dipparna i felen svarar mot att polynomen interpolerar f ivissa punkter. I det sista fallet kräver vi detta, i de övriga fallen�råkar� det bli så. Approximationen ligger knappast helt på enasidan om f eftersom felen kan minskas om approximationen skär
f . Vi kan alltså notera att minstakvadrapolynomet p1 svarar motett interpolationspolynom av grad ett. p1 interpolerar do
k inte fi något av tj-värdena.Varför använder man då minstakvadratanpassning?Problemställningen är ofta en annan. Modellen o
h antalet para-metrar är givna o
h man vill få en så säker bestämning av para-metrarna som möjligt. I polynomapproximationen ovan ändradevi antalet punkter o
h därmed ändrades även antalet parametrar(koe�
ienter i polynomet).
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Skulle man t.ex. ha två parametrar o
h endast använda två mät-punkter så får man en my
ket osäker bestämning avparametrarna.Det �nns en annan typ av approximation där vi använder poly-nom men inte kräver interpolation. Säg att vi vill approximera
sin t (används av olika programspråk, Java, Fortran, C/C++ et
.).På en Sundator är approximationskoden skriven i C (o
h åtkomligvia www) o
h den kompilerade koden �nns i libm -biblioteket.Först gör man argumentreduktion, man redu
erar t så att det lig-ger i ett litet intervall kring origo (sin är ju periodisk). Ju kortareintervall man har desto enklare blir det attapproximera.Man kan o
kså utnyttja att sin är udda. Det visar sig (se minFAQ på www) att det rä
ker att approximera sin t, t ∈ [0, π/4].På detta intervall använder man ett polynom, av grad 13, o
h medenbart udda potenser. Koe�
ienterna, xk, är valda så att

max
0≤t≤π/4

∣
∣
∣
∣

sin t

t
− (

1 + x1t
2 + x2t

4 + x3t
6 + x4t

8 + x5t
10 + x6t

12
)
∣
∣
∣
∣minimeras, ett sk minimax-problem. Man vill alltså minimera denmaximala relativa avvikelsen.Till skillnad från Taylorutve
kling försöker man sprida ut felet överhela intervallet. Taylorutve
klingar har ett litet fel i den punkt därman gör utve
klingen. För att få ett litet fel över hela intervalletmåste man då ta med onödigt många termer.
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Några sätt att bestämma interpolationspolynometDet står polynomet i bestämd form, detta pga att det alltidexisterar o
h är entydigt.Interpolationsproblemet: hitta ett polynom p med grad högst n−1sådant att p(tk) = yk, k = 1, . . . , n, där alla (tk, yk) är givna o
h
t1 < t2 < · · · < tn.Låt oss anta att existensen är given o
h studera entydigheten. An-tag att det �nns ett annat polynom, q, av grad ≤ n− 1 sominterpolerar data. Det gäller då att p(tk)−q(tk) = 0, k = 1, . . . , n,vilket säger att polynomet p− q av grad ≤ n− 1 har n distinktanollställen. p− q måste därför vara nollpolynomet o
h p = q.Polynomet behöver inte alltid ha grad n − 1. Om vi t.ex. väljerpunkterna yk = t2k, k = 1, . . . , 10 så klarar vi oss med p(t) = t2fastän n = 10.Nu till existensen. Den går att bevisa på �era olika sätt. Vi kom-mer att använda ett konstruktivt bevis. Antag att vi har n = 3punkter. Här följer interpolationspolynomet på Lagranges form:
p(t) = y1

(t− t2)(t− t3)

(t1 − t2)(t1 − t3)
+y2

(t− t1)(t− t3)

(t2 − t1)(t2 − t3)
+y3

(t− t1)(t− t2)

(t3 − t1)(t3 − t2)En fördel med denna form på polynomet är att det är lätt att stäl-la upp o
h den kan vara användbar vid teoretiskt arbete. Formenlämpar sig do
k inte så väl för numeriska beräkningar (många ope-rationer). Det �nns o
kså risk för under- over�ow om man intetänker sig för.
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Ett annat sätt att konstruera polynomet är att sätta upp ettekvationssystem som vid gjorde i det linjära fallet. Så vi ansätter
p(t) = x1 + x2t+ x3t

2. Interpolationsvillkoren ger då problemet:




1 t1 t
2
1

1 t2 t
2
2

1 t3 t
2
3









x1

x2

x3



 =





y1

y2

y3





I linjäralgebrakursen brukar man visa att en sådan matris, enVandermonde-matris, är i
kesingulär om alla t-värdena ärdistinkta.Detta system är lätt att formulera men relativt dyrt att lösa (kubiskkostnad) men det �nns snabbare metoder som utnyttjar matrisensspe
iella utseende. Det är do
k billigt o
h stabilt att beräkna p(t).Man använder normalt Horners metod för detta.Exempel med n = 4:
x1 + x2t+ x3t

2 + x4t
3 = x1 + t(x2 + t(x3 + tx4))Detta skrivs lämpligen i en loop, men har jag använt sekventiellkod: p = x4, p = x3 + tp, p = x2 + tp, p = x1 + tp. Detta kräver

n− 1 + respektive *.Man kan se Vandermonde-härledningen som ett spe
iallfall av föl-jande. Vi ansätter
p(t) = x1φ1(t) + x2φ2(t) + · · · + xn−1φn−1(t) + xnφn(t)

φk kallas basfunktion o
h i Vandermonde-matrisen använde vi φk(t) =

tk−1.Ett problem med Vandermondematriser är att de kan bliillakonditionerade.
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Exempel: Antag att n = 4 o
h tag t-värdena 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Ma-trisen kan då skrivas:







1 10−1 10−2 10−3

1 2 · 10−1 4 · 10−2 8 · 10−3

1 3 · 10−1 9 · 10−2 27 · 10−3

1 4 · 10−1 16 · 10−2 64 · 10−3






Konditionstalet är ≈ 2·103. Anledningen till det stora konditionsta-let är att basfunktionerna liknar varandra (kolonnerna blir nästanlinjärt beroende).Ett sätt att få ner konditionstalet är att använda andrabasfunktioner. Låt oss ta bokens förslag.

φk(t) =

(
t− (t1 + tn)/2

(tn − t1)/2

)k−1

Den transformerade variabeln ligger i intervallet [−1, 1]:
−1 ≤ t− (t1 + tn)/2

(tn − t1)/2
≤ 1, t ∈ [t1, tn]Denna transformation leder till det nya konditionstalet ≈ 8i vårt exempel.Det �nns ytterligare en vanlig framställning av interpolations-polynomet, nämligen Newtons form. Den är en kompromissmellan de två tidigare. Det är relativt billigt både att konstruerapolynomet o
h att sedan evaluera det. Dessutom är möjligt att läg-ga till nya punkter utan att börja om med polynomberäkningen.
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Den allmänna formen är;
p(t) = x1+x2(t−t1)+x3(t−t1)(t−t2)+· · ·+xn(t−t1)(t−t2) · · · (t−tn−1)Låt oss se på spe
ialfallet när n = 3.

p(t) = x1 + x2(t− t1) + x3(t− t1)(t− t2)Vi får det undertriangulära ekvationssystemet:




1 0 0

1 t2 − t1 0

1 t3 − t1 (t3 − t1)(t3 − t2)









x1

x2

x3



 =





y1

y2

y3



som ju är enkelt att lösa (framåtsubstitution). Vi ser o
kså att detgår att lägga till en punkt (en rad underst i matrisen) o
h vi be-höver inte lösa systemet från början.Exempel: Finn p som interpolerar (1, 1), (2, 4) samt (3, 11).1) Vandermondes form. Vi ansätter p(t) = x1 + x2t+ x3t
2.





1 1 1

1 2 4

1 3 9









x1

x2

x3



 =





1

4

11



som har lösning x = [2,−3, 2]T varför p(t) = 2 − 3t + 2t2 eller
p(t) = 2t2 − 3t+ 2.2) Lagranges form:
p(t) = 1

(t− 2)(t− 3)

(1 − 2)(1 − 3)
+ 4

(t− 1)(t− 3)

(2 − 1)(2 − 3)
+ 11

(t− 1)(t− 2)

(3 − 1)(3 − 2)Förenklar vi detta uttry
k får vi (givetvis) p(t) = 2t2 − 3t+ 2.3) Newtons form: p(t) = x1 + x2(t− 1) + x3(t− 1)(t− 2). Lös:




1 0 0

1 2 − 1 0

1 3 − 1 (3 − 1)(3 − 2)









x1

x2

x3



 =





1

4

11



så att x = [1, 3, 2]T varför p(t) = 1 + 3(t − 1) + 2(t − 1)(t − 2)som o
kså kan förenklas till p(t) = 2t2 − 3t+ 2.116



Problem med interpolationI följande exempel interpolerar p(t), f(t) = e−t2 i nio punkter.
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Det stämmer inte bra o
h det är stora fel i intervallets ändar. Förvissa funktioner a

entueras detta fenomen (Runges fenomen) närvi ökar antalet punkter (p behöver inte alltid konvergera mot futan felet kan öka med ökande antal punkter).Det är inte ovanligt att polynom av högt gradtal svängerkraftigt när man använder ekvidistant interpolation (sammaavstånd mellan tk-värdena).Vi kan försöka att �hålla nere� polynomet i ändarna genom attlägga punkterna tätare där. Här har jag o
kså använt nio punk-ter, men de ligger tätare mot intervallets ändpunkter. Polynometsvänger avsevärt mindre. 117
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Vad är ett bra sätt att välja punkterna (om vi får välja)? Låt ossstudera felets utseende igen (vi kan tänka oss exakta data, så att
pf = p):

f(t) − p(t) =
f (n)(θ)

n!
(t− t1)(t− t2) · · · (t− tn)där θ ∈ (t, t1, t2, . . . , tn). Antag att |f (n)(θ)| ≤ M för alla

θ ∈ (t, t1, t2, . . . , tn). Vi har då
|f(t) − p(t)| ≤ M

n!
|(t− t1)(t− t2) · · · (t− tn)|Låt oss spe
ialstudera funktionen (t− t1)(t− t2) · · · (t− tn)/n!.Den växer snabbt utanför [t1, tn]. I bilden på nästa sida är n = 4o
h sedan 11. Extrapolation är farligt.
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Den kan vara orolig inom intervallet o
kså:
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t

(t − 1)(t − 2) ⋅⋅⋅(t − 10)(t − 11) / 11!

119

Den heldragna kurvan, i andra bilden på föregående sida,svarar mot ekvidistanta punkter den stre
kade (bättre)utnyttjar Chebyshevpunkterna. Dessa punkter har egenskapen attgöra det maximala värdet av |(t − t1)(t − t2) · · · (t − tn)| så litetsom möjligt.Sats:
max

−1≤t≤1
|(t− t1)(t− t2) · · · (t− tn)|minimeras då

tk = − cos

[
(2k− 1)π

2n

]

, k = 1, 2, . . . , nDet maximala värdet på |(t− t1)(t− t2) · · · (t− tn)| är då 1/2n−1.När t ligger i ett annat intervall, [α, β] säg får vi göra en linjäravbildning av Chebyshevpunkterna till detta intervall. Vi ser att
β − α

2
[−1, 1] +

α+ β

2
= [α, β]så de transformerade Chebyshevpunkterna blir

− β − α

2
cos

[
(2k− 1)π

2n

]

+
α+ β

2

I bland är det ändå problem. Det kan tänka sig att M ,begränsningen av |f (n)(θ)| ej existerar. Exempel: f(t) =
√
t påintervallet [0, 3]. Redan f ′(0) är ju obegränsad, man säger att de-rivatan har en singularitet. I vissa fall visar sig singulariteten försti högre derivator (ex f(t) = t5/2).På nästa sida visas felet vid interpolation av √

t, t ∈ [0, 3] förökande n. Chebyshevpunkter ger obetydligt bättre resultat.
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tAnledningen till att det inte konvergerar vid t = 0 är att √
t därhar lodrät tangent, något ett polynom aldrig kan ha.121

Om en funktion har n+ 1 antal kontinuerliga derivator så kan denutve
klas i en Taylorutve
kling:
f(t) = f(a)+

f ′(a)

1!
(t−a)+f

′′(a)

2!
(t−a)2+· · ·+f

(n)(a)

n!
(t−a)n+R(t)där resttermen R(t) = c(ξ)(t−a)n+1, ξ ∈ (a, t) o
h |c(ξ)| är uppåtbegränsad. Detta innebär att en sådan funktion (som har Taylor-utve
kling) liknar ett polynom på ett tillrä
kligt litetintervall.Om inte alla f (k)(a) = 0, k = 0, . . . , n kan vi göra R(t)godty
kligt liten jämfört med resten av Taylorutve
klingen,genom att ta |t− a| tillrä
kligt litet. På ett stort intervall behöverinte funktionen likna ett polynom.

√
t har ingen Taylorutve
kling kring a = 0. Däremot har ju √

ten utve
kling kring alla a > 0 o
h det är inga problem att approx-imera funktionen för positiva t.Man kan naturligtvis approximera med annat än polynom.Exempel: Approximera f(t) = (sin t− 1)/(cos t− 1) kring t = 0.Problem, i detta fall har ju f (inte bara derivatorna) ensingularitet. Kan använda rationell approximation (Padé).
sin t− 1

cos t− 1
=

12 − 12t+ t2 + t3

6t2
+R(t), R(t) =

t2

120
+ · · ·Så för t ≈ 0 o
h med r(t) = (12 − 12t+ t2 + t3)/(6t2):

∣
∣
∣
∣

f(t) − r(t)

f(t)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

R(t)

f(t)

∣
∣
∣
∣
≈ t4

240Ett annat alternativ är att använda en generaliserad potensserie:
f(t) =

2

t2
− 2

t
+

1

6
+
t

6
+

t2

120
+

t3

360
+

t4

3024
+ · · ·

122
SplinefunktionerPolynom av höga gradtal är svårhanterliga men har samtidigt lokaltgoda approximationsegenskaper. Dessutom är ju polynom �trevli-ga� funktioner. Enkla att beskriva, lagra, beräkna, integrera, deri-vera et
. Så en vanlig kompromiss är sty
kvisapolynom av låga gradtal. Man behåller polynomens enkelhet menslipper svängningarna.

t
1

t
2

t
3

y
1

y
2

y
3

I bilden ovan är den heldragna linjen ett polynom o
h denstre
kade ett annat. Heldragen plus stre
kad kurva tillsammans ut-gör do
k inte (nödvändigtvis) ett polynom.Def: En interpolerande splinefunktion av grad j är en funktionsom interpolerar (tk, yk), k = 1, . . . , n o
h som består avsty
kvisa polynom, på intervallen [t1, t2], [t2, t3], . . .Dessutom är splinefunktionen j − 1 gånger kontinuerligtderiverbar i knutpunkterna (dvs. i (tk, yk)).Det är inga problem med kontinuiteten av derivatorna av varjeenskilt polynom (i varje delintervall).
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Om j = 1 så har vi ingen kontinuerlig derivata utan barakontinuitet hos splinefunktionen.Delpolynomen har högst grad ett.Om j = 2 så är delpolynomen (högst) andragradspolynom.Splinefunktionen är kontinuerlig o
h är kontinuerligtderiverbar (förstaderivatan är kontinuerlig).Det vanligaste är do
k j = 3, kubiska splines, därdelpolynomen är kubiska (högst) o
h splinefunktionen ärkontinuerlig liksom dess första- o
h andraderivator.Låt oss se varför detta verkar vara möjligt att åstadkomma o
hvarför man inte kan kräva kontinuerlig tredjederivata.En kubisk spline kan skrivas pk(t) = akt
3 + bkt

2 + ckt + dk påintervallet [tk, tk+1]. Antag att vi har n sty
ken t-värden. Detta ger
n − 1 intervall (lika många polynom), så antalet obestämda koef-�
ienter är 4(n− 1). Hur många villkor har vi?Interpolationskravet ger 2(n− 1) villkor (ty varje polynom måsteinterpolera 2 knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis.Kontinuerlig förstaderivata ger n−2 villkor (inre punkter) o
h likamånga för andraderivatan. Så summa 2(n− 1) + n− 2 + n− 2 =

4n− 6 villkor.Det innebär att vi saknar två villkor som måste bestämmas pånågot sätt. Här är några vanliga tilläggsvillkor(s är splinefunktionen):
s′′(t1) = s′′(tn) = 0 sk naturliga splines (minimerar ∫ tn

t1
(s′′(t))2 dt)

s′(t1) = f ′(t1) o
h s′(tn) = f ′(tn) komplett spline
124



s′(t1) = s′(tn) samt s′′(t1) = s′′(tn) periodisk första- o
handraderivata (kanske rimligt med y1 = yn i detta fall).
p1(t) = p2(t), t ∈ [t1, t3] o
h pn−2(t) = pn−1(t), t ∈ [tn−2, tn], not-a-knot; medför att s′′′ kontinuerlig i t = t2 o
h t = tn−1). Det äralltså ett tredjegradspolynom i [t1, t3] (o
h ett (annat) i [tn−2, tn]).Om vi återvänder till e−t2-exemplet har vi inget problem att gö-ra en bra approximation med kubiska splines. Jag har ritat feletsnarare än de två kurvorna, eftersom de ligger så nära varandra.
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Om f (4) är begränsad (över intervallet) så konvergerar splinefunk-tionen mot f med hastigheten maxk h
4
k.

125

Kvadratur - numerisk integrationVill beräkna: ∫ b

a f(x) dx. Inte alltid möjligt att uttry
ka enprimitiv funktion i elementära funktioner (inte alltid bekvämt hel-ler).Grundidé: approximera f(x) med en funktion p(x) som har braapproximationsegenskaper, o
h som är enkel att beräkna o
h inte-grera.Enkelt exempel: vi vill approximera ∫ 1

0 e
−x2

dx.Fa
it: ∫ 1

0 e
−x2

dx ≈ 0.74682413281.Approximera f(x) med en linjär funktion, p(x) = 1 + (e−2 − 1)x.
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Från bilden framgår att vår approximation måste vara rätt dålig,0.68394. Låt oss dela upp integrationsintervallet i tvådelintervall, [0, 0.5], [0.5, 1] o
h approximera med en linjärfunktion på varje delintervall:
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Den andra halvan borde stämma rätt bra, absoluta felet är
≈ 0.001. Det är fortfarande rätt stort fel i det vänstra interval-let. Approximationen av integralen är nu: 0.73137. Vi kan fortsättamed att halvera intervallen, men det verkar lite bortkastat att fort-sätta med högra halvan. Vi vill ha en adaptiv metod som försökeranpassa sig till felet.Från bilden ser man att approximationen kommer attkonvergera mot det exakta värdet (om vi bortserfrån avrundningsfel).Ett annat alternativ är att approximera med ett polynom av högregradtal. Om vi integrerar interpolationspolynomet, av grad fyra,som interpolerar e−x2 för x = 0, 0.25, 0.5, 0.72, 1 blir felet i inte-gralen ≈ 10−5.
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Mer om TrapetsmetodenTrapetsmetoden: approximation av f med ett linjärtinterpolationspolynom på varje delintervall. På intervallet [a, b] ap-proximerar vi integralen med arean av en parallelltrapets (däravnamnet):
∫ b

a

f(x) dx ≈ h

2
(f(a) + f(b)), h = b− aVi delar nu in [a, b] i n− 1 lika långa delintervall (en del författarebörjar med x0):

xk = a+ (k − 1)h, k = 1, . . . , n, h = (b− a)/(n− 1)så att x1 = a o
h xn = b.Bete
kna den approximation vi får med Tn(f). Den blir:
h

2
[(f(x1) + f(x2)) + (f(x2) + f(x3)) + . . .+ (f(xn−1) + f(xn))] =

h

[
f(x1)

2
+ f(x2) + f(x3) + . . .+ f(xn−1) +

f(xn)

2

]

Gör man ovanstående i vårt exempel verkar felet hautseendet ch2. Kan man bevisa det?Från interpolationsteorin vet vi att:
f(x) − p(x) =

f ′′(θx)

2
(x− a)(x− b), θx ∈ (a, b)med ett intervall. Alltså

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

p(x) dx =

∫ b

a

f ′′(θx)

2
(x− a)(x− b) dx =

f ′′(ξ)

2

∫ b

a

(x− a)(x− b) dx = −(b− a)3 f ′′(ξ)

12
, ξ ∈ (a, b)
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Detta följer av integralkalkylens medelvärdessats ((x − a)(x − b)byter inte te
ken på [a, b]). I det allmänna fallet, med n− 1, inter-vall får vi summera felen:
∫ b

a

f(x) dx−Tn(f) = −
n−1∑

k=1

(xk+1 − xk)
3 f ′′(ξk)

12
= −h

3

12

n−1∑

k=1

f ′′(ξk)Om vi antar att f ′′ är kontinuerlig så antar f ′′ min/max på [a, b]så att
min
a≤x≤b

f ′′(x) ≤ 1

n− 1

n−1∑

k=1

f ′′(ξk) ≤ max
a≤x≤b

f ′′(x)så att (en kontinuerlig funktion antar mellanliggande värden):
1

n− 1

n−1∑

k=1

f ′′(ξk) = f ′′(ξ)Alltså:
∫ b

a

f(x) dx−Tn(f) = −h
3(n− 1)f ′′(ξ)

12
= −(b− a)h2f ′′(ξ)

12
, ξ ∈ [a, b]ty h(n− 1) = b− a.Så om andraderivatan är begränsad i [a, b] o
h om vi räknar exaktgäller att Tn(f) → ∫ b

a f(x) dx, n → ∞.Observera att om man inte vet något om hur f ′′ ser ut kan maninte garantera konvergens.Det är enkelt att lura avbrottskriteriet i kvadraturprogram. Detenda vi känner är ju (xk, f(xk)), k = 1, . . . , n men det �nns oänd-ligt många funktioner som interpolerar dessa punkter (med olikavärden på integralen).Detta är ett allmänt beräkningsproblem (ändliga punktmängderfrån oändliga punktmängder). 129

Newton-Cotes-kvadraturMan kan generalisera trapetsmetoden. Att integrera interpolations-polynom ger Newton-Cotes metoder. Man skiljer mellan öppna me-toder där ändpunkterna ej är med resp. slutna, där ändpunkternatas med.Enklaste metoden är mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) därvi approximerar f(x) med f((xk+xk+1)/2) i intervallet [xk, xk+1].Så om vi bara ser på intervallet [a, b] så har viapproximationen:
∫ b

a

f(x) dx ≈ (b− a)f

(
a+ b

2

)

Vi har tittat på trapetsmetoden där man använder en linjär ap-proximation. Använder man en kvadratisk approximation får manSimpsons formel:
∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

6

[

f(a) + 4f

(
a+ b

2

)

+ f(b)

]

Om man härleder felen för de sammansatta metoderna (mer än ettintervall) har mittpunktsmetoden felet
(b− a)h2f ′′(ξ)/24vilket lustigt nog är mindre än för trapetsmetoden som ju har hög-re ordning på polynomet.Dessutom har både mittpunkts- o
h trapetsmetodpolynomiellt gradtal ett (exakt för alla polynom upp till o
h medgrad ett). Detta beror på att vi inte primärt är intresserade av attapproximera f (då är normalt en allmän linjär funktion bättre änen konstant) utan att vi vill approximera en integral.En linjär approximation av t.ex. f(x) = x över [−1, 1] ger feletnoll o
h en exakt integral. Approximationen av samma funktionmed f(0) = 0 ger stora fel i funktionsanpassningen men enexakt integral pga att approximationsfelen i integralen pre
is tarut varandra. 130

Simpsons formel, som o
kså har ett udda antal punkter (jämn gradpå polynomet), har felet (b− a)h4f (4)(ξ)/180 som o
kså uppvisarmindre fel än först förväntat (tre punkter ger h4 o
h f (4)).Allmänt kan en kvadraturmetod skrivas
∫ b

a

f(x) dx ≈
n∑

k=1

wkf(xk)

wk kallas vikter o
h xk abs
issor.Hur ser Simpsons formel ut på mer än ett intervall? Dela in [a, b]i sex lika långa delintervall där vi använder metoden på: [x1, x3],
[x3, x5] o
h [x5, x7].

∫ x3

x1

f(x) dx+

∫ x5

x3

f(x) dx+

∫ x7

x5

f(x) dx ≈

x3 − x1

6

[

f(x1) + 4f

(
x1 + x3

2

)

+ f(x3)

]

+

x5 − x3

6

[

f(x3) + 4f

(
x3 + x5

2

)

+ f(x5)

]

+

x7 − x5

6

[

f(x5) + 4f

(
x5 + x7

2

)

+ f(x7)

]

x1+x3

2
= x2 et
. o
h h = xk+1 − xk så att approximationen blir:

2h

6
[f(x1) + 4f(x2) + 2f(x3) + 4f(x4) + 2f(x5) + 4f(x6) + f(x7)]eftersom ändpunkterna i delintervallen sammanfaller parvis.Testar man detta på f(x) = e−x2 o
h kräver ett absolut fel

≤ 1.2 · 10−9 tar trapetsmetoden 7150 funktionsevalueringar,mittpunktsmetoden 5055 o
h Simpsons formel 52. Matlabs quadl ,som är adaptiv, tar 18.
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Det spelar alltså stor roll vilken metod man använder o
h
hm-faktorn är my
ket viktig. För att exempli�era, låt oss anta attvi har en uppsättning metoder med feltermer:

c (b− a) hm f (m)(ξ)där c är en konstant o
h m ett postivt heltal som varierar mellanmetoderna. h = 1/(n − 1) som vanligt. Om f (m)(ξ) är konstant(inte sannolikt) kan felet skrivas Chm för en annan konstant C.För att feltermen skall bli ≈ τ , en given tolerans, krävs alltså:
Chm ≈ τ, n ≈ 1

(τ/C)1/m
, n ∝ 1

τ 1/mMed τ = 10−9 o
h C = 1 så får vi denna tabell:
m ∝ n2 316233 10004 1785 636 327 19Om någon av f :s lägre derivator har en singularitet i [a, b] kan do
kmetoderna konvergera avsevärt långsammare.Exempel:Trapetsmetoden på f(x) = xp, 0 < p < 1, [a, b] = [0, 1].Vi kan ej använda feluppskattningen på hela intervallet eftersom

f ′ o
h f ′′ har en singularitet i nollan. Vi kan do
k räkna utskillnaden mellan integral o
h approximation för x ∈ [0, h]:
∫ h

0

xp dx− h [0p + hp]

2
=

(1 − p)

2(1 + p)
h1+pMan skulle kunna använda feluppskattningen på [h, 1] för att visakonvergens (felet går mot noll när h → 0), men det blir ett väldigtsvagt resultat. 132



Använder man uppskattningen på [h, 2h], [2h, 3h] et
. får man ettbra resultat som visar att felet uppför sig som h1+p.Det förväntar man sig även för de övriga metoderna. Antag attfeltermen över det första intervallet (som innehåller nollan) har ut-seendet chm+1f (m)(ξ) där c är en konstant o
h ξ > 0 är en multipelav h, ξ = µh säg (†). Med vår funktion så blir
chm+1f (m)(ξ) = c1(µ)hm+1hp−m = c1(µ)h1+pför någon annan konstant c1 som beror av µ. Denna konstant ärgivetvis viktig, så detta resonemang visar bara hur vi förväntar ossatt beroendet av h ändras. Vi får alltså bara h1+p som kan krävamånga funktionsberäkningar (enligt vår tabell).Tar vi p = 0.3 med samma tolerans som i föregåendeexempel, så kräver Simpson inte 52 funktionsberäkningarutan 1 697 157.Problemet är väsentligen av samma slag som när viinterpolerade √

t kring t ≥ 0.Vad kan man göra? I enkla fall kan man kanske bytaparametrisering av f o
h betrakta x som funktion av y (givetvisförutsatt att f−1 existerar lokalt) o
h sedan integrera i y-led (litemer �xande krävs för att få rätt integral).
y =

√
x övergår då i triviala x = y2. Man kan ska�a sig ettinterpolationspolynom genom att anpassa x-värden till y-värden(sk invers interpolation).(†) På varje intervall [δ, h], δ > 0 gäller feluppskattningen.Under svaga villkor på f o
h metod kan skillnaden mellanintegralen över [0, δ] o
h metoden begränsas av konstant · δ,vilket gör att feltermen bestämmer utseendet på felet.
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AdaptivitetNormalt vill vi inte ha ekvidistanta punkter, utan vi vill att me-toden automatiskt ska anpassa sig efter funktionens utseende o
hanvända tätare med punkter där så behövs. Vi behöver då en upp-skattning av felet.Att direkt uppskatta feltermen gör man normalt inte.En vanlig metod är att räkna ut resultatet med två metoder (enmed mindre fel) o
h jämföra resultaten. Kostnaden bör vara somför en metod. Man kan o
kså använda samma metod men med oli-ka antal punkter.I boken används den senare varianten med trapetsmetoden(Simpson, eller bättre, är vanligare). Här följer en genomgång.Vi börjar med intervallet [a, b], räknar ut trapetsapproximationenmed två punkter. Vi lägger sedan till mittpunkten, m = (a+ b)/2o
h räknar ut en ny approximation, nu med tre punkter.Observera att detta kräver ett nytt funktionsvärde, f(m).Vi fortsätter nu så rekursivt på intervallen [a,m] o
h [m, b]. Närfelet över ett intervall är tillrä
kligt halverar vi inte dettaintervall vidare.Antag att vi har kommit ner till ett delintervall av längd h. Ap-proximationerna kan skrivas (I är det exakta värdetav integralen över detta delintervall)
I = Th − h3f ′′(ξ)/12 resp. I = Th/2 − h(h/2)2f ′′(θ)/12Antag att c = −f ′′(ξ) ≈ −f ′′(θ) (behöver inte vara sant).Då gäller

0 ≈ Th − Th/2 + ch3(1 − 1/4)/12 = Th − Th/2 + 3ch3/(4 · 12)Men felet i Th/2 är ju ch(h/2)2/12. Alltså
I ≈ Th/2 +

Th/2 − Th
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Så här kan det se ut (med rätt stor tolerans):
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En rekursiv trapetsmetod. Skalad |f’’(x)| −−, f(x) −.

x

Man kan notera att formeln ovan även ger upphov till en ny metod.Om vi lägger till feluppskattningen får vi
I ≈ (4Th/2 − Th)/3o
h bakom denna formel döljer sig Simpsons formel.Man kan betrakta härledningen vi har gjort som ett spe
ialfallav sk Ri
hardsonextrapolation.

135

Man kan visa att det existerar en serieutve
kling av felet
(∫ b

a

f(x) dx =

)

I = Th + a1h
2 + a2h

4 + a3h
6 + · · ·Vi halverar nu h o
h får

I = Th/2 + a1h
2/4 + a2h

4/16 + a3h
6/64 + · · ·Genom att kombinera de två uttry
ken kan vi bli av med

h2-termen (o
h därmed minska felet):
4I− I = 4Th/2 −Th+(4a1h

2/4 −a1h
2)+ (4a2h

4/16 −a2h
4)+ · · ·så att

I =
4Th/2 − Th

3
− a2h

4

4
+ · · ·Detta kan man nu upprepa (med Th/4) för att bli av med

h4-termen. Denna pro
ess (upprepad Ri
hardsonextrapolation) kal-las Rombergkvadratur.Ri
hardsonextrapolation kan användas närhelst man har enutve
kling av felet. Exempel, approximation av derivata.
f(x+ h) − f(x)

h
=

1

h

∞∑

k=0

hkf (k)(x)

k!
−f(x)

h
= f ′(x)+

∞∑

k=2

hk−1f (k)(x)

k!så att
f ′(x) =

f(x+ h) − f(x)

h
− hf ′′(x)/2 − h2f ′′′(x)/6 − · · ·

f ′(x) =
f(x+ h/2) − f(x)

h/2
−(h/2)f ′′(x)/2−(h/2)2f ′′′(x)/6−· · ·o
h

f ′(x) = 2
f(x+ h/2) − f(x)

h/2
−f(x+ h) − f(x)

h
+h2f ′′′(x)/12+· · ·

f ′(x) =
−3f(x) + 4f(x+ h/2) − f(x+ h)

h
+ h2f ′′′(x)/12 + · · ·
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GausskvadraturAntag att vi vill beräkna ∫ b

a f(x) dx o
h tillåts göratre funktionsberäkningar, f(x1), f(x2) samt f(x3).Om vi väljer x1 = a, x2 = (a+b)/2 samt x3 = b så kommer Simp-sons formel att vara optimal när det gäller polynomiellt gradtal.Dvs om vi vill att metoden ska vara exakt för polynom av grad
0, 1, . . . ,m för så stort m som möjligt så är Simpsons metod detbästa valet (m = 3).Det visar sig do
k att vi kan få större m genom att väljaandra xk-värden. Detta är kärnan i Gausskvadratur, att välja både
xk-värden o
h vikter för att maximera m.Låt oss ta intervallet [−1, 1]. Vi ska nu välja x1, x2, x3 samt vikter
w1, w2, w3 så att

∫ 1

−1

xk dx = w1x
k
1 + w2x

k
2 + w3x

k
3, k = 0, 1, . . . ,mför maximalt m. Integralens värde blir 0 om k är udda o
h

2/(k + 1) annars. Vi får följande i
kelinjära ekvationssystem attlösa: 





2 = w1 + w2 + w3 k = 0

0 = w1x1 + w2x2 + w3x3 k = 1

2/3 = w1x
2
1 + w2x

2
2 + w3x

2
3 k = 2

0 = w1x
3
1 + w2x

3
2 + w3x

3
3 k = 3

2/5 = w1x
4
1 + w2x

4
2 + w3x

4
3 k = 4

0 = w1x
5
1 + w2x

5
2 + w3x

5
3 k = 5Det verkar inte rimligt att ta med en ekvation till. Vi har ju 3 +

3 = 6 obekanta o
h vi kan då kanske satis�era sex ekvationer.För att lösa systemet kan man använda �brute for
e�, men detverkar rimligt att punkterna måste uppvisa viss symmetri. Vi antarsålunda att x1 < x2 < x3 med x2 = 0 o
h x1 = −x3.
137

Detta val leder (k = 1) till att w1 = w3 o
h satis�ering av fallen
k = 3, 5. Kvarstår då ekvationerna 2 = 2w1 + w2, 2/3 = 2w1x

2
1samt 2/5 = 2w1x

4
1. Vi får x1 = −

√

3/5 o
h w1 = 5/9. Metodenblir alltså:
∫ 1

−1

f(x) dx ≈ 5

9
f

(

−
√

3/5
)

+
8

9
f (0) +

5

9
f

(√

3/5
)

Man ser att metoden inte är exakt för m = 6 så detpolynomiella gradtalet är 5 (det var 3 för Simpsons metod).Eftersom integration är en linjär operation så är metoden exakt föralla polynom av grad högst 5.För en Gausskvadraturformel har vi gradtalet 2n−1 med n punk-ter. Vi har do
k o�rat i enkelhet. Härledningen kan do
k förenklas(man använder teorin för ortogonala polynom o
h kan blanda inegenvärdesproblem för tridiagonala matriser).En annan na
kdel är att värdena måste skrivas in i ettprogram (stora tabeller). Det allvarligaste problemet är do
k attman inte kan återanvända funktionsvärden när man göradaptiva metoder.Det �nns do
k varianter, Gauss-Kronrodkvadratur där man haren kompromiss mellan optimaliteten i Gausskvadratur o
hkravet på återanvändning av funktionsvärden, se boken.Hur ser vår metod ut på intervallet [a, b], ∫ b

a f(z) dz?Sätt z = αx+ β där α = (b− a)/2 o
h β = (a+ b)/2.
z ∈ [a, b] → x ∈ [−1, 1]. dz = α dx. Alltså:

∫ b

a

f(z) dz =

∫ 1

−1

f(αx+ β)α dx ≈
3∑

k=1

(αwk)f(αxk + β)
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Ordinära di�erentialekvationerVi kommer enbart att studera begynnelsevärdesproblem, t.ex.

y′(t) = t2 + sin y(t), 3 < t ≤ 10, y(3) = 4Derivatan, y′(t), är tagen med avseende på t (�tiden�).
3 < t ≤ 10 anger det intervall där vi vill beräkna lösningen (ap-proximativt). y(3) = 4 är ett begynnelsevärde som anger y:s värde,
4, vid tiden t = 3. Normalt (i övningar o
h ante
kningar) skrivervi aldrig ut t, i y(t). Vi struntar även i intervallet (tiden i begyn-nelsevärdet är vänster ändpunkt, o
h Du får anta något lämpligtslutvärde). Problemet kan då formuleras:

y′ = t2 + sin y, y(3) = 4Normalt vill vi studera ett generellt problem, vi skriver:
y′ = f(t, y), y(t0) = y0Så, i exemplet ovan är f(t, y) = t2 + sin y. Begynnelsetiden är t0(3 i exemplet) o
h y vid detta värde är y0 (4 i exemplet). Både t0o
h y0 måste vara kända.Lösningsmetoderna genererar approximationer till lösningen för enuppsättning tidpunkter: (t0, y0), (t1, y1), (t2, y2), . . . , (tn, yn), där

tn är slut-tiden o
h yk ≈ y(tk).
yk är en approximation av lösningen vidtiden t = tk. Det exakta värdet är y(tk).Senare kommer system av ekvationer. Sådana behövs för att vi skallkunna lösa problem som innehåller högre derivator, t.ex.

y′′′ = t+ 2y′′ + (y′)2 + sin y, y(0) = 2, y′(0) = −3, y′′(0) = 4
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Exempel: låt oss studera problemet: y′ = 1. Detta är inget begyn-nelsevärdesproblem (eftersom vi saknar y(t0) = y0). Ett problemav detta slag har normalt oändligt många lösningar, i detta fall
y(t) = t+ c där c är ett godty
klig reellt tal. När vi ger ett begyn-nelsevärde väljer vi ut en av alla dessa oändligt många lösningar.
y(3) = 4 ger oss lösningen y(t) = t+ 1.Med gra�ska verktyg kan vi ska�a oss en bild om lösningsmängdenäven för problemet y′ = f(t, y). Låt oss göra detta för problemet
y′ = sin(ty).I bilden nedan har jag skapat ett gitter i (en begränsad del av)
(t, y)-planet. I varje gitterpunkt har jag avsatt en pil vars riktningöverensstämmer med derivatan av den lösningskurva som går ge-nom punkten. Detta är enkelt eftersom y′ = f(t, y), så derivatanär f(t, y).
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I nästa bild har jag ritat i två lösningskurvor (jag har gett tvåbegynnelsevärden).
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Det �nns begynnelsevärdesproblem som saknar, eller har�era lösningar. Det kan o
kså vara så att y(t) inte existerar för alla
t > t0.
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Föregående bild antyder en enkel lösningsmetod. Vi startar i (t0, y0)(som vi känner). Vi tar sedan ett litet steg utmed tangenten till lös-ningen (tangenten kan vi beräkna med hjälp av f(t, y)).

(t
0
, y

0
)

(t
1
, y

1
)

(t
2
, y

2
)

(t
3
, y

3
)

Antag att vi stegar med �x steglängd, h, i t så att:
t1 = t0 + h, t2 = t1 + h, t3 = t2 + h, . . .. Allmänt tk = t0 + kh.Vi får Eulers metod:

yk+1 = yk + hf(tk, yk), k = 0, 1, 2, . . .eller utskrivet
y1 = y0 +hf(t0, y0), y2 = y1 +hf(t1, y1), y3 = y2 +hf(t2, y2), . . .
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Exempel: y′ = sin(ty), y(−1) = 1.Så t0 = −1, y0 = 1 o
h f(t, y) = sin(ty).Om h = 0.1 får vi approximationerna:
y1 = y0 + hf(t0, y0) = y0 + h sin(t0y0) =

1 + 0.1 sin(−1 · 1) ≈ 0.9159

y2 = y1 + hf(t1, y1) = y1 + h sin(t1y1) ≈
0.9159 + 0.1 sin(−0.9 · 0.9159) ≈ 0.8425

y3 = y2 + hf(t2, y2) = y2 + h sin(t2y2) ≈
0.8425 + 0.1 sin(−0.8 · 0.8425) ≈ 0.7801 osv.
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h = 0.125, 0.25, 0.5, 1
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Alternativa härledningar av Eulers metodTaylorutve
kling:
y(tk + h) = y(tk) + h y′(tk) +

h2

2
y′′(tk) + · · ·Nu är y′(tk) = f(tk, y(tk)) o
h tk+1 = tk + h så att:

y(tk+1) ≈ y(tk) + h f(tk, y(tk))Vi approximerar nu yk ≈ y(tk), yk+1 ≈ y(tk+1) o
h får:
yk+1 = yk + h f(tk, yk)

Nu till en härledning som använder kvadratur (integration).
y(tk+1) − y(tk) =

∫ tk+1

tk

y′(t) dt =

∫ tk+1

tk

f(t, y(t)) dtVi approximerar nu integralen med arean av en rektangel;
y(tk+1) − y(tk) =

∫ tk+1

tk

f(t, y(t)) dt ≈ (tk+1 − tk)
︸ ︷︷ ︸

h

f(tk, y(tk))Så:
yk+1 = yk + h f(tk, yk)
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Felkällor
• trunkeringsfel; i Eulers metod trunkerar viTaylorutve
klingen (approximerar med tangenten)
• avrundningsfel; normalt inte så viktigt
Lokalt fel: felet som uppstår i ett steg när manbetraktar startpunkten, (tk−1, yk−1), som exakt.Programvara försöker begränsa detta fel.Globalt fel: felet mellan approximativ o
h exakt lösning,
yk − y(tk)
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Lokalt och globalt fel
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OrdningOlika metoder har olika ordning: en metod har ordning p om detlokala felet är av storleksordningen hp+1 när h → 0. Vi skriver
O(hp+1).Vilken ordning har Eulers metod?Antag att vi står i punkten (tk−1, yk−1). Vad blir felet i nästa stegförutsatt att (tk−1, yk−1) betraktas som exakt?Låt oss titta på det spe
iella problemet y′ = λy, y(0) = y0.Eulers metod ger, som vanligt, approximationerna y0, y1, y2, . . ..Den exakta lösningen som går genom (tk−1, yk−1) bete
knar vi med
z(t) o
h den löser följande problem:

z′ = λz, z(tk−1) = yk−1Dvs.
z(t) = eλ(t−tk−1)yk−1så när t = tk är

z(tk) = eλ(tk−tk−1)yk−1 = eλhyk−1Eulers metod ger:
yk = yk−1 + hf(tk−1, yk−1) = (1 + λh)yk−1Det lokala felet blir:
yk − z(tk) = (1 + λh)yk−1 − eλhyk−1 =

[

1 + λh−
[

1 + λh+
(λh)2

2
+ . . .

]]

yk−1 = −
[
(λh)2

2
+ . . .

]

yk−1

som är O(h2), så Eulers metod har ordning ett (är en första ord-ningens metod).
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Nu till det globala felet, yk − y(tk), där y(t) är den exaktalösningen till y′ = λy, y(0) = y0 o
h yk är approximationen av
y(tk).Tydligen är

y(tk) = eλtky0 och yk = (1 + λh)ky0,Varför?
y1 = y0 + hλy0 = (1 + hλ)y0.
y2 = y1 + hλy1 = (1 + hλ)y1 = (1 + hλ)2y0 et
.Eftersom tk = kh, får vi följande uttry
k för det globala felet:
yk − y(tk) = (1 + λh)ky0 − eλtky0 = (1 + λh)ky0 − eλkhy0 =

[

1 + kλh+
k(k− 1)

2
(λh)2 + . . .

]

y0−
[

1 + kλh+
(kλh)2

2
+ . . .

]

y0 =

−k
2

(λh)2y0 + . . . = −1

2
λ2(hk)y0 h+ . . . = −1

2
λ2tky0 h+ . . .

Så det globala felet uppför sig som h.Tumregel: det globala felet är O(hp).Vi tappar alltså en potens mellan lokalt o
h globalt fel.
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Vi kan försöka skapa metoder av högre ordning, t.ex. genom attanvända tidigare punkter; en så kallad �erstegsmetod.T.ex.
yk+1 = yk +

h

2
[3f(tk, yk) − f(tk−1, yk−1)]som har ordning två.För att starta metoden kan vi ta ett Euler-steg.En annan metod av andra ordningen är Heuns metod:

yk+1 = yk +
h

2
[f(tk, yk) + f(tk + h, yk + hf(tk, yk))]Detta är en enstegsmetod.
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Fel i Euler och Heun. y’ = y, h = 0.1
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System av ekvationer
u(3) = u′′ − 2tu′ + u2 − t+ 1,







u(3) = 2

u′(3) = −1

u′′(3) = 0Inför nya funktioner
y1 = u

y2 = u′ ⇒ y2 = y′
1

y3 = u′′ ⇒ y3 = y′
2

Vi får






y′
1 = y2

y′
2 = y3

y′
3 = y3 − 2ty2 + y2

1 − t+ 1

,







y1(3) = 2

y2(3) = −1

y3(3) = 0Detta problem kan fortfarande skrivas, y′ = f(t, y), om vi införvektorerna y o
h f , dvs.
y(t) =





y1(t)

y2(t)

y3(t)





f(t, y) =





y2

y3

y3 − 2ty2 + y2
1 − t+ 1



 , y(0) =





2

−1

0




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Alla metoder vi har sett kan enkelt generaliseras till systemfallet.Skalära yk byts mot vektorn y(k). f(tk, yk) går över i f(tk, y
(k)).Tiden tk o
h steglängden h är fortfarande skalärer.Eulers metod för exemplet ovan blir, med t0 = 3, h = 0.1:

y(0) =





2

−1

0



 , y(1) = y(0) + hf(t0, y
(0))

Dvs.





y
(1)
1

y
(1)
2

y
(1)
3




 =






y
(0)
1

y
(0)
2

y
(0)
3




 + h







y
(0)
2

y
(0)
3

y
(0)
3 − 2t0y

(0)
2 +

(

y
(0)
1

)2

− t0 + 1











1.9

−1

0.8



 =





2

−1

0



 + 0.1





−1

0

0 − 2 · 3 (−1) + 22 − 3 + 1





osv.
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Hur man löser problemet med ode45

function ode_ex
y0 = [2 -1 0]’; % begynnelsevärden
t0 = 3; % begynnelsetid
ts = 10; % slut-tid

[t, y] = ode45(@f, linspace(t0, ts, 100), y0);

figure(1)
hold off
plot(t, y(:, 1), ’k-’, t, y(:, 2), ’k-.’, ...

t, y(:, 3), ’k--’)
legend({’y’, ’y’’’, ’y’’’’’}, ’Location’, ’NorthWest’)
xlabel(’t’)
grid on

function yp = f(t, y)
yp = [y(2); y(3); y(3) - 2 * t * y(2) + y(1)^2 - t + 1];
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Problemets stabilitetHur ändras lösningen vid små ändringar i problemet?I följande bild visas hur lösningen (till y′ = sin(ty)) varierar med
y(t0). y(t0) = 0.89, 0.90 respektive 0.91.Om lösningskurvorna går ihop eller går isär avgörs av detlokala utseendet på riktningsfältet.
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En lösning är stabil om två lösningar kan fås att ligga godty
kligtnära varandra (för t ≥ t0) givet att vi stör tillrä
kligt lite.
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I nedanstående bild har jag löst y′ = λy+ s(t), för ett positivt o
hett negativt värde på λ.
s(t) är en liten störning som inträ�ar omkring t = 1.Den exakta lösningen till y′ = λy är y(t) = eλty(0).
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y’ = λ y + störning

Vi ser att störningen dämpas ut när λ < 0.Om λ är komplext med negativ realdel så ärdi�erentialekvationen stabil; felen dämpas ut.Om realdelen är positiv är di�erentialekvationen instabil.Detta kan generaliseras till i
kelinjära problem o
hsystem av sådana. 153

AdaptivitetDe �esta ODE-lösare är adaptiva, dvs. de försöker att anpassa steg-längden så att det lokala felet underskrider en tolerans given avprogrammets användare.I vissa fall består programmet av en familj av metoder av olikaordning. Programmet kan då även variera ordningen.I �guren nedan har jag löst ett problem med ode45 (den heldragnalösningen) o
h ode23 , med stor tolerans, (ringarna).
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Adaptivitet: y’ = exp(3 sin t) sin(5t)
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Styva problem o
h lösarens stabilitetDet är vanligt med så kallade styva problem (sti�).Dessa uppkommer t.ex. när man har snabba transienter.Om vi använder en vanlig ode-lösare på ett styvt problem tvingaslösaren ta my
ket korta steg för bibehålla stabiliteten.Det visar sig att vi kan lära oss my
ket om metoders stabilitetgenom att studera den skalära testekvationen, y′ = λy, y(0) = 1.Normalt har vi do
k styva system (o
h inte skalära ekvationer).Antag att λ < 0, den exakta lösningen är då avtagande.För vilka h ger Eulers metod yk → 0 då k → ∞?

yk+1 = yk + hf(tk, yk) = yk + hλyk = (1 + hλ)ykså att
yk = (1 + hλ)k

När gäller att yk → 0? Jo då:
|1 + hλ| < 1dvs, om λ ∈ ℜ (o
h λ < 0),
0 < h|λ| < 2

Antag nu att λ är ett my
ket negativt tal, säg λ = −20000. Föratt vi överhuvudtaget skall få en lösning som går mot noll måste
h < 1/10000.Vi noterar att eλt = ǫmach om t = (log ǫmach)/λ ≈ 2 · 10−3 ivårt exempel. 155

Vad skall vi göra? Lösningen är impli
ita metoder.Bakåt-Euler:
yk+1 = yk + hf(tk+1, yk+1)Stabilitet? Testa på y′ = λy

yk+1 = yk + hλyk+1så att
yk+1 = (1 − hλ)−1yko
h

yk = (1 − hλ)−k ty y0 = 1

När är |(1 − hλ)−1| < 1? Antag λ < 0 (reellt)då är |(1 − hλ)−1| < 1 för alla h > 0!Detta innebär givetvis inte att vi kan ta godty
kligt långa steg.Tar vi för långa steg blir felet för stort.Impli
ita metoder har den na
kdelen att vi måste lösa en(normalt i
kelinjär) ekvation för att bestämma yk+1.I en expli
it metod, som Eulers metod, är detta intenödvändigt.Det �nns mer kompli
erade impli
ita metoder, t.ex.
yk+1 − 4

3
yk +

1

3
yk−1 =

2h

3
f(tk+1, yk+1)

som är ett exempel på en �erstegsmetod.
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Ett exempel:
y′ =

[
y2

−(y1 + 2y2)/ǫ

]

, y(0) =

[ −1

10

]
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Ett styvt problem

MedMatlabs ode23 (en Runge-Kutta-lösare ordning 2 o
h 3) krävs11989 steg för att lösa problemet då ǫ = 0.0002. Toleranserna ärrelativt 10−3 o
h absolut 10−6.Matlabs ode23s (s för sti�) löser problemet i 192 steg. 140 av dessasteg tas för t < 0.01.
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Andra problemklasserTvåpunkts randvärdesproblem:
y′′ = f(t, y, y′), α1y(a) + β1y

′(a) = γ1, α2y(b) + β2y
′(b) = γ2

Egenvärdesproblem (vibrerande sträng):
(py′)′ + λρy = 0

y(a) = y(b) = 0, �xerade ändpunkter
y′(a) = y′(b) = 0, fria ändpunkter
y(a) = y(b), y′(a) = y′(b), periodiska randvillkor.
I
kelinjärt egenvärdesproblem (bifurkationsproblem).Knä
kning, roterande kedja, Taylor-Couette.

y′′ +
λy

√

y2 + t2
= 0 samt randvillkor

Tidsfördröjningsproblem (delay equations)
y′(t) = y(t) − y(t− T ) + ...Inkubationstid; ändlig utbredningshastighet...

Di�erentialalgebraiska problem: di�erentialekvation medalgebraiska �bivillkor�.Spe
ialfall, impli
ita problem: g(t, y)y′ = f(t, y).
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