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1.7 Losningar till kapitel 9

1: ypr1 = yr + hf(te, yx), yo = y(to). I detta fall dr f(t,y) =t + 2y, to = 0 och y(0) = 1, sa vi far foljande
approximationer:

yo = 1 (fran begynnelseviirdet)

y1 =9 +01(tg+2-y)=1+010+2-1)=1.2,

yo =11 +0.1(t +2-y1) = 1.2+ 0.1(0.1 + 2 - 1.2) = 1.45,

ys =12+ 0.1(t2 + 2 yo) = 1.45 + 0.1(0.2 + 2 - 1.45) = 1.76.

2: ypr1 = Yk + hf (e, yr), yo = y(to). I detta fall &r f(¢t,y) = ¢t + 2y, to = 3 och y(3) = 1, sa vi far f6ljande
approximationer:

yo = 1 (fran begynnelsevirdet)

y1 =10+ 01(to+2-y0) =1+0.1(3+2-1) = 1.5,

yo =1 +0.1(t +2-31) = 1.5+ 0.1(3.1+2- 1.5) = 2.11,

ys = o+ 0.1(ty + 2 o) = 211 + 0.1(3.2 + 2 2.11) = 2.852.

3: y D) = yB) 4 nf(ty, y#), y(© = y(t). T detta fall &ir £y = 0 och

t+y1 +y2

f(t,y) = [ v ] y(0) = [

Vi far féljande approximationer:
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4: Vi far s; = hAyg—1 och s2 = hA(yr—1 + hAyr—1) s att

hAyr—1 + hX(yr—1 + hAyr— h))2
Yk = Yk—1 + Ykt (y;l Yk 1)—{1+h)\+(2)]yk1

Den exakta losningen, som gar genom (tx—1,Yg—1), 4r
2(t) = rEte-t)y,

Sa nar t = t;, ar
z(tk) _ e,\(tk—tkfl)yk _ 6’\hyk—1

och det lokala felet blir:

yr — 2(tg) = [1 + hA + (h;\)? yr—1 — My = O((hN)?)

Heuns metod &r (sannolikt) av andra ordningen och vi férvéintar oss att det globala felet uppfor sig som O(h?).

5: Losningarna ér: y(t) = eMyg respektive z(t) = eI (1 4 §)yo. Om A < 0 sa giller dven att (1 + €)X < 0
(eftersom |e| < 1). Detta medfér att bade y(t) — 0 och z(t) — 0 nér ¢ — oo och siledes géller dven att
z(t) —y(t) — 0. Om A > 0 &r bade |y(¢)| och |z(¢)| stringt vixande (eftersom yo # 0 och |4] < 1). Enligt
forutsdttningarna ér € # 0 sa att exponenterna ej har samma viirde, A # (1+¢)\. Alltsa maste 16sningskurvorna
avliigsna sig fran varandra (nér ¢ blir tillrickligt stort), varfér avstandet inte kan ga mot noll.
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Det relativa felet,

SO =uO| 20 | s s
V0 “ ‘ e +0) 1]

y(t)

Om el > 0 vixer ovanstaende och om e\ < 0 sa konvergerar den mot ett. I inget fall gar felet mot noll.

6:

1 e _ o—A(1-0)

y(t) = e [y + L) du} - [y o[ e du} _ o [y e e

_ N
2(0) - 5(6) ATV syl - 2(0)] =

Y
7‘ At=1)

Om X < 0 sa déampas storningen ut, y(t) — 2(¢) och om A > 0 6kas stérningen, |y(t) — z(¢)| 6kar med tiden.

7: Allmént géller att en ekvation av n-te ordningen ger upphov till ett system av n férsta ordningens ekvationer.
a) Sitt u; = y och ug = uj = y'. Vi far systemet:

/
Uy = U2 . L

b, ¢) Sétt u; =y, ug = v} =y’ och ug = ufp = y”. Vi far systemen:

u) = ug u) = ug
uh = ug ) uh = ug ,u(0) = 1,u2(0) = —1,u3(0) = 3.
ul = ug + tuy uh =uz —2ug +u; —t+1

Notera att dessa system borjar pa samma sétt. Det &r den sista differentialekvationen i systemet som innehaller
den ursprungliga ekvationen av hoégre ordning.

8: Den allménna regeln &dr féljande. Om vi har s stycken differentialekvationer med ordningarna ni,neo,...,ns
sa ger det upphov till ett system, av forsta ordningens ekvationer, av ordning 1, + no + - - - + ng. Sa i detta fall
skall vi fa 2 + 2 = 4 ekvationer. Vi infor funktionerna u; = y1, us = uj =y}, uz = y2 och uy = uf = y4. Vi far

systemet:

;o
ul = U2

uh = —GMuy/(u? + u2)3/2

uz = Uy 1/( ' 3) ’ ul(o) = 17u2(0) = —1,U3(0) = O,U4(O) =4.

u)y = —GMug/(u? + u§)3/2

9: a) Bakat Euler blir: yg41 = yx — hy,%H. Om vi byter beteckningar och sétter z = yj1 vill vi 16sa foljande
ekvation med avseende pa z: hx? +x — yp = 0.
b) Newtons metod lyder:

hx? + 2 — Yk
2hx; +1

Tj1 = Tj —

Observera att j #r iterationsindex i Newton (dvs. k &r konstant).

10: Ekvationen &r separabel. Loser vi pa den pa ett av de vanliga sétten, far vi:

dy  [3 3 b 3
W:/idt, dVS. Ey = §t+c

Sa, y(t) = (t + 2¢/3)3/2. Begynnelsevirdet ger y(t) = t3/2. Losningen ir inte entydig eftersom dven y(t) = 0 &r

en losning.
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11: Aven detta #r en separabel ekvation, och vi far

dy —1/2
/23/3/2 :/dt, dvs. —y =t+c

Sa losningen ér av formen y(t) = 1/(£t 4 ¢)? (beroende pa hur vi gér med minustecknet framfor —y—/2 (det
ar alltid vanskligt med rationella potenser). Begynnelseviirdet ger ¢ = +2, sa vi har tva tinkbara kandidater
y(t) =1/(t—2)? och y(t) = 1/(t +2)2. Vi kontrollerar genom att derivera och utnyttjar att ¢ = 0 initialt varfor
vi dr intresserade av ¢ i en hogeromgivning av nollan (0 < ¢ < 2):

d 1

TEE2P®  (2+0)3

- 1 1%/2 2 2
dt (t£2)2  (tL2)

o 2|t

S& 16sningen r y(t) = 1/(t — 2)? som har en singularitet for ¢ = 2 (det &r dérfor 1osaren klagar).

12: Idé: approximera y” (t) med (y'(t) —y'(t — h))/h, sa

y(t+h) =~ y(t) + hy'(t) + Ryt —yt—h) _

y(t) + hf(t,y(t) + g(f(t, y(t)) — f(t = h,y(t —h))) =y(t) + g(?’f(t,y(t)) — f(t=h,y(t = h)))
Detta leder till metoden: B
Ykt1 = Yo+ 35 [3f(tr, yr) — f(tr—1,yx—1)]

vilket var den andra ordningens flerstegsmetod vi sag under féreldsningen. En annan tdnkbar approximation &r
t.ex.

2,/ o
y(t +h) = y(t) +hy'(t) + %M -

| >

y(t) + hf(t,y(t) + g(f(t +hy(t+h) = f(t,y@) = y(t) + S (f(E+ Ryt + 1))+ f(ty(?)))

Detta leder till den implicita flerstegsmetoden:

h
Ykl = Yk + 3 U (trs1s Y1) + [t yr))
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