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1 Ovningar
1.1 Ovningar pa kapitel 1, konditionstal, stabilitet, flyttalsaritmetik

1. Vi vet att x = 24.516 &r ett korrekt avrundat virde. Beriikna absolutbeloppen av de maximala absoluta

10.

11.

12.

och relativa felen.

. Pa foreldsningen hirledde vi en uppskattning for konditionstalet fér nollstéllena till ett andragradspoly-

nom. Testa uppskattningen pa p(z) = x? — 3z + 2 respektive p(z) = 2% — 1.99z + 0.99. Stimmer den
bra?

. & #r en approximation av ett exakt virde z dir |2 — z| < J. Hur kan vi uppskatta |f(Z) — f(z)| givet
2

funktionen f? Vi kiinner £ och é men inte . Tillimpa resonemanget pa f(z) = 7x+3 respektive f(z) = z°.
Ledning: anvénd Taylors formel.

. Niar man parallellkopplar motstand med resistanserna Ry, Rs, ..., R, sa ges den totala resistansen, R, av:
1 1 " 1 T 1
R R Ry R,

Antag att osikerheten i Ry dr £0.1Ry,. Hirled en begrinsning av felet i R. Vad giiller vid seriekoppling?

. Vi vill berdkna f(z) givet  och den deriverbara funktionen, f : £ — R. Uppskatta konditionstalet for

sma stérningar. Testa pa cosz dd x = och dd x = 7/2 — §, med § > 0 och litet.

Antag att f &dr en deriverbar funktion och att ¢ dr en deriverbar storning som dr begrinsad, |0(z)| < e for
alla z. Diskutera hur kinslig derivatan av f dr for stérningar i funktionen. Dvs. sig ndgot om derivatan
av f(z) + 6(z). Gor motsvarande for integralen, fab f(z) + 6(z)dz.

Hir foljer en forberedelse for linjira ekvationssystem. Studera hur kinslig 16sningen, x, dr for stérningar
i den reella parametern a, da:
1 «a 1
a5 )=o)

Vi kan ténka oss detta som en funktion ocksa, ndmligen den som avbildar a pa x, sa en funktion fran
R till R2. Man kan utnyttja derivator for att studera problemet, men man kan ju dven Idsa ut X som
funktion av a. For vilka « &r x kénslig for férandringar i a?

Upprepa ovanstaende da vi har tva parametrar, o och §:

a f |1
5 alx=1o]
Studera hur kinslig 16sningen till begynnelseviirdesproblemet, y'(t) = cy(t), y(0) = yo &r for éndringar i
yo- ¢ och yo &r givna reella tal och y dr den svkta funktionen (som beror av t).

Lat talfoljden ay ges av agy2 = agps+1 + ax, k = 0,1,2,... diir ap och ay &r givna. Studera hur a, (givet
nagot stort n) beror av férindringar i ag och a;. D& ap = a1 = 1 har vi Fibonaccis talféljd. (Losningen
kriver kunskap om hur man l3ser linjira differensekvationer.)

Under foreldsningen studerade vi hur kinsliga nollstillena, till ett andragradspolynom, dr for stérningar
i polynomets koefficienter. Férsok att generalisera resultatet till ett polynom av grad n (inte en si litt
uppgift). Ledning: betrakta ett nollstiille, r, som en funktion av koefficienterna, ag, a1, ..., a, och anvind
implicit derivering. Antag att polynomet har distinkta nollstillen.

Kontrollera ovanstaende uppskattning med hjilp av Matlab. Ledning: roots och poly.
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Antag att vi arbetar med fyrsiffrig decimal aritmetik. Berdkna foljande summor samt de absoluta och
relativa felen. 6.278 + 4.039, 6.278e10 + 4.039e10 och. 6.278e-10 + 4.039e-10

Visa att addition enligt IEEE &r en stabil algoritm.
Visa, med hjilp av féregaende 6vning, att matrisaddition enligt IEEE &r stabil.

Ar skalirproduktsberikning med IEEE stabil? Dvs. &r det stabilt att bilda
n
> zhyn
k=1

Vi har ett flyttalsystem med basen 10, t=4, L=-10 och U=10. Vilket &r det storsta respektive minsta
positiva talet i detta system? a) Om systemet &r normaliserat? b) Om vi tillater denormaliserade tal?

Vad blir resultatet av féljande Matlab-berdkning? sum(100.°[1 5 10 15 201)

Vi har ett flyttalsystem med basen 10. a) Vilka ér de minsta viirdena pa t, U och det storsta pa L sa att
bade 2365.27 och 0.0000512 kan representeras exakt i normaliserad form? b) Om vi tillater denormaliserade
tal?

Jamfor uttrycken logz — logy och log(x/y) ur berdkningssynpunkt. For vilka  och y férvintar vi oss
problem?

Vilket av uttrycken 2 — 4% och (z — y)(x + y) ger oss mindre avrundningsfel? For vilka z,y #r detta
speciellt tydligt?

Vi vill 16sa ekvationen z2 4+ az +b = 0 d& vi vet att a och b bida &r positiva och diir a &r mycket stérre &n
b. Pa foreldsningen sa vi att den matematiska formeln inte fungerar tillfredsstéllande nér vi rdknar med
avrundningsfel. Visa att rotterna &r vilkonditionerade genom att uppskatta konditionstalen med formeln
som vi hirledde pa foreliisningen (det finns en stor rot (mycket negativ) och en liten (nira noll)). Visa att
den stora roten gar bra att beriikna med standardformeln, men att det blir problem med den lilla. Férsok
att hitta en bra algoritm for den lilla roten. Taylorutveckling &r, som oftast, ett anviindbart redskap i
detta sammanhang.

Lingden av en vektor definieras som [Y_; 22]'/2. Ar det lampligt att implementera en datorprogram
direkt efter formeln? Vad skall man gora istillet (svart)?

Lat f(z) = (e* —1)/z. Vi vet att f(z) - 1da z — 0.
a) Troliggor detta genom att berdkna f(107%),k =1,...,16. b) Ge kommandot man expm1 .

Vi vill approximera f'(z) med differenskvoten, (f(z + h) — f(z))/h. Vad dr ett lampligt vérde for h? Vad
giller om vi anviinder approximationen (f(z + h) — f(xz — h))/(2h)?

Den harmoniska serien Y, 1/n #r divergent. Nér vi anviinder flyttalsaritmetik géller inte detta, varfor?
Efter ett antal termer #ndras inte summan, uppskatta detta antal.

Vi kan berdkna standardavvikelsen, o, pa tva olika sitt:

" 1/2
1 LT 1
[t ]

i=1

=1

T 4r medelvirdet av z-virdena. Vilken formel ir att foredra? Varfor?
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1.2 Owvningar pa kapitel 2, linjiira ekvationssystem
1. A ir en kvadratisk matris vars alla radsummor &r noll. Visa att A &r singulér.

2. En magisk kvadrat, av ordning n, &r en n X n-matris, M,,, vars alla radsummor, kolonnsummor och
tva diagonalsummor &r lika. Dessutom skall elementen i matrisen vara 1,2,...,n%. Matlabkommandot
magic(n) returnerar en sddan matris av ordning n (storre &n tva).

Visa ett M, har ett egenviirde n(n? + 1)/2.

3. a) Visa att matrisen A #r singulir.

A=

—
W N =
N = O

b) Hur ménga losningar har systemet Ax = [2,4,6]7?

4. Berskna A~1 d&

1 0 0
A=]1 -1 0
1 -2 1

A #r kvadratisk med A% = 0. Visa att A &r singuléir.
Antag att A,B € ®*". Visa att (AB)T = BYAT samt (AB) ! =B 1A ! (A och B ir ickesinguliira).

A #r ickesingulir. Visa att (AT)~! = (A=), Vi skriver dirfor normalt A~7.

® N o o

Beskriv, i punktform, hur man ldmpligen 16ser systemet:

ERAIENE

L; och Ly dr ickesinguldra undertriangulira matriser. Vektorerna har partitionerats sa att de passar ihop
med blocken i matrisen.

9. Lat Ly beteckna en enhetsmatris men dir elementen i kolonn k under diagonalen far vara skilda fran
noll (vi anviinde sddana matriser vid hiirledningen av LU-faktoriseringen). Visa att a) Ly, ir ickesingulir.
b) Ly = I — mye] dir my &r en vektor vars forsta k element &r noll. ¢) L= = I + myel. d) LyL; =

I-miel —mj el om j> k.

10. a) Berikna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) Nir &r matrisen singulér?

i)

11. Visa att en symmetrisk och positivt definit matris A har: a) positiva diagonalelement, b) “stor diagonal”,
ajj + agk > 2|aj k| c) det till beloppet storsta elementet pa diagonalen. d) har positiva diagonalelement,
i D, i LDLT -faktoriseringen (Du fir anta att den existerar).

12. Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. Berdkna sedan Choleskyfaktoriseringen.

1 -1 0
-1 2 -1
0 -1 )

13. Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:

o]
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. Anviind Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka o féljande matris dr positivt definit:

a 1
1 2
Gor om samma sak men anvind definitionen av positivt definit matris. Gor det slutligen med egenvérden.

Lat A = CCY vara Choleskyfaktoriseringen av A. Visa att elementen i C inte kan bli godtyckligt stora
fastdn vi inte pivoterar. Man kan visa mycket mer, forsok att knyta ihop elementen i C med de i A.

A,B,C € R™*" dir B och C #r ickesingulira. Visa, i punktform, hur man berdknar x pa ett bra sitt
(bra vad avser berikningsfel, cpu-tid och minnesbehov) dd x = B71(2A +I)(C~! + A)b.

0 #u,v € R". a) Visa att rang(uv’) = 1. Visa att om rang(A) = 1 s &r A av formen uv?’.

u,v € R". Nir existerar (I — uv?)~!? Bestéim inversen nr sa r fallet (ledning, den har n#istan samma

form som matrisen sjélv).

Vi generaliserar ovanstdende och vill bevisa att (A —UV?Y) 1 = A1 + A lUT-VTAIU) IVTA-L
A ir ickesinguldr, men U,V behéver inte vara kvadratiska matriser (de kan vara vektorer till exempel).

Visa att || ||p,p» = 1,2, 00 verkligen dr vektornormer.
Visa att || ||p,» = 1, 00 verkligen &r matrisnormer.

Visa att ||x|[a = (xTAx)'/? definierar en vektornorm (en elliptisk norm) d& A ir en symmetrisk och
positivt definit matris.

a) Visa att ||A||lmax = max; ; |a;, ;| definierar en matrisnorm, men att den inte &r submultiplikativ.
b) Visa att att ||Al|r = (3, ; |ai;[*)'/? &r en matrisnorm (den s kallade Frobeniusnormen).

Lat D = diag(ds, .. .,d,) med alla d; # 0. Berikna (D).

=[]

Visa att en positivt definit matris dr ickesingulér och att inversen dr positivt definit.

Berikna x1(A) som funktion av a da:

Antag att A = BBT diir B ir ickesinguliir. Visa att A #ir symmetrisk och positivt definit.

Antag att B, nedan, av ordning n + 1, &r symmetrisk och positivt definit. « &r en skaléir, a en kolonnvektor
om 7 element och A &r en kvadratisk matris av ordning n.

a aT
=t %]

a) Visa att @ > 0 och att A &r positivt definit.
b) Beriikna B:s Choleskyfaktorisering i termer av o, a och A.

Visa att antalet additioner (subtraktioner) och multiplikationer for att beridkna Choleskyfaktorisering dr
3
n3/6+---.

NA-Net, http://www.netlib.org/na-net/, ir en web/e-post-baserad sammanslutning av personer som
ir intresserade av numerisk analys. Vem som helst kan vara med, fran professionella numeriker till allmént
intresserade. Foljande fraga skickades in till NA-Net av en professor i datalogi;

Let S be a symmetric positive definite matrix, and D a diagonal matrix whose entries are in the
interval 0,1]. Is the product DS positive definite? In my numerical experiments it appears to be
true. Apparently the proof must be easy, but I was enable to find one.

Numerisk analys I



Thomas Ericsson
Matematik, Chalmers/GU
2007 )

Hade Du kunnat hjilpa honom? Man far anvinda den allminna definitionen av positivt definit (ingen
symmetri krivs).

31. Vi vill 16sa Cz = d dir C ar en komplex och kvadratisk matris. z och d &r komplexa vektorer. Lat
oss infora real- och imaginirdelar, C = A +iB, z = x + iy och d = b + ic. Visa att 16sningen ges av

FIAES

Ar detta en bra metodik (jamfort med att angripa det komplexa problemet direkt)?

32. Antag att T ér en tridiagonal matris. a) Diskutera hur man kan implementera en effektiv algoritm for
att 16sa Tx = b. Ar det bra att anvinda T~!? b) Implementera Choleskyfaktorisering i det fall da T
dessutom dr symmetrisk och positivt definit.

33. Antag att T &r en tridiagonal och ickesingulér matris. Visa att T! i allméinhet &r full (en anledning till

att inte anvinda inverser). Detta #r en svar 6vning.

1.3 Ovningar pi kapitel 3, minstakvadratproblem

1. Visa med ett enkelt exempel att det &r skillnad pa linjdra ekvationssystem, Ax = b, och linjira minstakvadrat-
problem. Ar bada problemtyperna alltid 16sbara?

2. Anvind Matlab for att berikna den andragradskurva som bist (i minstakvadratmetodens mening) anpas-
sar foljande data:

O© 00N O WN -
|
w

N NN DO OO oo

[y
o
|
a1
[uiy

(by & a + Bty +t3.)
Hur stor ir residualen i minimum?

3. Vi vill 16sa minstakvadratproblemet
min ||Ax — b||2

da A har ortogonala kolumner (ajTak = 0da j # k). Hur forenklar denna egenskap hos A losandet av
problemet?

4. Vi vill anpassa mitpunkter (¢, Ni) (alla Ny > 0) till funktionen
N(t) = N()e_)\t

Gor en lamplig omskriving av problemet sa att parametrarna, Ny och A, i modellen kan bestimmas med
hjilp av ett (linjirt) minstakvadratproblem.
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Givet mitpunkterna

(tk,br) = (—n,0), (—(n —1),0),...,(-=1,0), (0,1), (1,0), (2,0),...,(n,0)

anpassa en rit linje till punkterna i ettnorm, tvdnorm respektive maxnorm. (Alla b-vérden dr noll férutom
da ty = 0 nir by = 1.)

Nedan har vi matrisen, A, i ett minstakvadraproblem. De tre vektorerna #r foérslag pa residualvektorer,
r = b — Ax, dir x dr 16sningen. Vilken av vektorerna &r en tdnkbar residualvektor?

10 1 -1 -1
11 1 -1 1
A - 1 2 ) ra 1 ) rb - 1 ) I‘C - 1
1 3 1 1 -1

Antag att A € R™*" har rang n. Visa att AT A &r positivt definit.

Antag att A € R™*" dr bade ortogonal och triangulir. a) Visa att A dr diagonal.
b) Vilka diagonalelement har A?

Antag att den partitionerade matrisen nedan #r ortogonal (A och C &r kvadratiska). Visa att A och C
maste vara ortogonala och att B = 0.
A B
b ¢

A #r en kvadratisk matris. a) Visa att tva godtyckligt valda villkor nedan medfér det tredje.
AT=A, ATA=1 A’=1

b) Hitta ett exempel (ej en permutationsmatris) pd en A av ordning tre som uppfyller villkoren ovan.

Visa att matrisen H = I — (2/vTv)vv? bade &r ortogonal och symmetrisk.

a &r en kolonnvektor. Bestam dess QR-faktorisering och anvind den for att bestimma det  som minimerar
|laz —b][o.

Bestéim Householdermatrisen, H, for vilken giller att H[1,1,1,1]T = [«,0,0,0]7. Vad blir a?

Anvind Householdertransformationer, i Matlab, for att 16sa minstakvadratproblemet:

11 1 4
mwlll T2 4| |10
< ||| 14 9 20

1 4 16 25

L 2

Studera minstakvadratproblemet ur stérningssynpunkt da

1 0 b
A=]|0 o |, 0<o<k1l b= b med b3 #0
00 | b3
och da vi stor A med
0 0
E=(0 0|, 0<exo
0 €

Svarare: Vi definierar k3(A), for en matris med full kolonnrang, pa foljande sétt:
k2(A) = ||Al]2/||F||2 dir F &r den matris med minsta ||F||2 sddan att rang(A + F) < rang(A). Dvs. F
dr den minsta matrisen som minskar A:s rang (med ett).

Visa att k(A) = 1/0 genom att ta fram den minimala storningen som gér A rangdefekt.
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Vi har modellen e®* = b och vill bestimma o. Formulera ett ickelinjsirt och ett linjirt minstakvadratpro-
blem. Lis problemen exakt da antalet observationer &r m = 2 och dir t; = 1,¢3 = 2 samt by = 1/2. (Den
optimala 16sningen beror alltsa av b;.)

Lat 0 < € < \/€mach (sd att fI(1+ €2) = 1) och definiera
1 1

A=1]¢€¢ 0

0 €

Visa att fI(ATA) &r singulir. Beriikna ocksd matrisens QR-faktorisering med hjilp av Gram-Schmidt.
Utfor berdkningen dels exakt och dels med fl-rdkning.

Ovningar pa kapitel 5, ickelinjira ekvationer

. Man kan hirleda Newtons metod med hjilp av Taylors formel. Vi star i punkten xj, och séker en korrektion,

h, sa att f(zg + h) = 0. Gor en Taylorutveckling och ta bara med upp till férsta ordningens termer i h.

. Uppskatta |z* — #| d& f(z) = 2® — 2z — 5 och £ = 2.1.

Detta dr ett nagot akademiskt exempel, eftersom vi kan berdkna rotterna exakt. Det visar dock pa de
problem som uppstar nir vi inte kan finna nagot anvindbart M i feluppskattningen. Vi vill uppskatta
|z* — 2|, d& f(z) = 2* — 622 + 9 med # = 1.7. Notera att v/3 #r en dubbelrot.

Sitt upp Newtons metod for problemet z2 = 1 och visa att metoden aldrig konvergerar om zo = ai,
0 # a € R. (Vi studerar komplexa x; med andra ord.) Visa dven att det finns cykler (genom att bestimma
en med hjilp av Mathematica till exempel). Dvs. hitta p > 1 sa att xg = 2 = T2p = X3p = ---. Visa
slutligen att metoden dr konvergerar for alla reella zy # 0 (svarare). Avsikten med denna évning #r att
Du skall se hur komplicerade konvergensegenskaperna hos Newtons metod &r.

. Siitt upp Newtons metod for foljande problem: a) 22 — 22 —5=0.b) e = z. ¢) zsinz = 1.

b) Kor de tre metoderna med zo = 1.5 och skriv ut felen. Kommentar?

Newtons metod anvinds ibland fér att implementera kvadratrotsfunktionen.

a) Vi vill berékna ,/y, sétt upp Newtons metod for problemet.

b) Antag att zo erhélles ur en tabell. Hur ménga iterationer krivs for att f& 24 respektive 53 bitars
noggrannhet givet att vi har fyra bitar i z¢?

Aven division, 1/y, kan implementeras med hjilp av Newtons metod (anvinds i Intels Ttaniumprocessor,
bland annat). Formulera en ldmplig ekvation och sitt sedan upp Newtons metod (som givetvis inte far
innehalla nagon division) for ekvationen.

a) Visa att zp41 = 2 — f(zr)(@r — k—1)/(f(zr) — f(xk—1)) 8r ett alternativt sitt att formulera sekant-
metoden. b) Varfér éir denna formulering simre #n standardformuleringen?

Vi vill Iosa ekvationen x> — y = 0 givet y och studerar dirfor fixpunktsiterationer, zy41 = g(zx). Ar
g1(z) = y + x — 22 respektive ga(z) = 1 + z — 2? /y lokalt konvergenta metoder om y = 3? Hur ser den
g(z) ut som svarar mot Newtons metod?

Formulera Newtons metod for foljande tva problem.

22 4+25-1=0 22+ 123 -9=0
2?2 —129=0 ’ 3xizg —25—4=0

Tag ett steg av Newtons metod {ér problemet:

:L'f - SE% =0 X(O) _ 0
2x10 =1 ’ 1
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Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration, zx+1 = g(x). Ge en bevis-skiss fér att vi far linjér konver-
gens om g'(z*) # 0 och kvadratisk konvergens om g¢'(z*) = 0.

Vi studerar Newtons med fix riktning (modifierad Newton): zy; = z — f(z)/d. a) Vad méste d uppfylla
for att metoden skall vara lokalt konvergent? b) Vad blir, i allménhet, konvergensordningen? c¢) Finns det
nagot virde pa d s att vi fortfarande far kvadratisk konvergens?

Vi vill 1sa 22 —  — 2 = 0 och studerar foljande fixpunktsiterationer. g;(z) = 22 — 2, g2(z) = vz + 2,
g3(z) =1+ 2/z, ga(x) = (2® + 2)/(2x — 1). Analysera konvergensen mot z = 2.

Forsok att hitta sa manga rétter som majligt till systemet:

sinz +y? +logz =3
3z +2v—23=0
2+y*+22=6

Svarare. Lat f och § vara reella funktioner av en reell variabel (dvs. f : ® — R, analogt for §). Vi antag
att z* &r ett nollstille till f, f(z*) = 0, och vi vill studera hur z* paverkas nir vi stor funktionen f med
funktionen €§, for sma e. Lat oss vidare anta att de ingaende funktionerna &r tillrackligt snilla sa att
den storda roten, z*(e), kan utvecklas i en potensserie i €. Dvs. z*(€) = z* + Yoo, cxe® (f6r konstanter
c1,C2,- . .). For tillrickligt smé e kommer alltsa roten att flytta sig ungefir cie. Vi far da foljande identitet:

f (m* + chek> +€d (m* —}—chek) =0
k=1 k=1
Anvand Taylorutveckling for att fa ett uttryck for ¢;. Du kan anta att alla derivator, som Du maste

dividera med, &r skilda fran noll.

Lat oss nu vidare anta att f(z*) = f(z* + v) = 0 dir gapet, v # 0. Anviind Taylorutveckling for
att uppskatta f'(z*) (i uttrycket for ¢;) i termer av -y (och en hogre derivata av f) samt ge en tolkning
av Ditt resultat.

Applicera slutligen Din formel pa fallet nir f(z) = 22 + ax + b och §(z) = =z respektive d(z) = 1
och jamfér med resultatet som vi fick fram i borjan av kursen.

Ovningar pa kapitel 7, interpolation

1. Forst lite tréining pa polynom. Antag att polynomet p har distinkta nollstéllen ry,...,r,. Antag nu att

q(r) =0,k =1,...,n. Innebér det att ¢ = p? Vad giiller om vi dessutom vet att ¢ har gradtalet n? Vad
géller om vi dessutom vet att q(p) = p(p) didr p # 1, k=1,...,n?

. Antag att polynomet p har ett nollstiille 7 av multiplicitet m. Visa att p(*) (r)=0,k=0,...,m—1.

Kan det intriffa att p(™ (r) = 0?
Antag att p dr ett polynom som inte #r konstant. Visa att |p(t)| — oo da |t| — oo.

Visa att ett polynom, p, inte kan vara konstant, ¢, pa ett intervall utan att p(t) = ¢ for alla ¢. Dvs. visa
att om p(t) = cfor t € {€ | |€ —to]| < €}, givet ett fixt to och dir € > 0, sa dr p(t) = ¢ for alla ¢.

Normalt giller att ett polynom p, av grad n — 1, bestdms entydigt av n villkor p(t) = yx, k= 1,...,n.
Villkoren maste dock ha viss beskaffenhet for att detta skall gélla. Om vi t.ex. kriver att p(tg) = 0,k =
1,...n sa duger nollpolynomet oavsett vad n dr. Visa att det krivs ett polynom av grad minst n — 1 for
att satisfiera foljande villkor: Vi kriver att p(tg) = yx,k = 1,...,n, med n > 2 och dir t < tgy1,k =
1,...,n—1. Vidare giller att sign(yx+1 —yx) = (—1)¥,k = 1,...,n—1, dér sign &r “tecknet av” (sign(a) =
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12.

13.

—1 om a < 0, sign(0) =0, sign(a) =1 om a > 0). Annorlunda uttryckt, om vi forbinder punkterna med
rita linjesegment sa far vi en sicksack-linje.

Observera att det inte ricker att kréiva att yy, inte &r konstant. (¢4,yx) med yj, = t7 bestimmer ju inte ett
polynom av grad n — 1 (p(t) = t? duger ju bra).

Givet de tre punkterna (—1,2), (0,3) och (1,6), bestdm interpolationspolynomet av grad tva a) med
basfunktioner ¢!, pa b) Lagranges form och ¢) Newtons form. Visa slutligen att vi far samma polynom i
de tre fallen.

Hur beriknar vi p(t) = 5t — 3t2 + 7t — 2 med hjélp av Horners metod?

Antag att ty,...,t, ar distinkta. Visa att att Vandermondes matris, A, med elementen, a;; = tg 1 oar
ickesingulér.
Vi vill interpolera (tx,yx),k = 1,...,n med n — 1 styckvis kvadratiska polynom séddana att knutpunkterna

sammanfaller med (¢, yx). Hur manga kontinuerliga derivator kan vi rimligtvis kriva av interpolanten?

Denna 6vning visar att ekvidistant interpolation kan upphov till vildiga svingningar hos interpolanten.
Lét p vara det polynom av grad n — 1 som satisfierar p(k) = (—1)*¢,k =1,...,n, e > 0. Enligt 6vningen
ovan sa krivs verkligen ett polynom av grad n — 1 for detta. Visa att p(0) = — (2" — 1)e och att p(n+1) =
(=1)™(2™ — 1)e. Polynomet kan svinga tamligen kraftigt i intervallet [1,n] ocksa (p(3/2) blir tdmligen
stort) men det dr svarare att rikna pa.

Skriv ett Matlabprogram som givet en uppsittning punkter, (tx,yx),k = 1,...,n, skapar en uppséttning
styckvisa andragradspolynom, som interpolerar punkterna. Vidare skall gilla att interpolanten, g, har
kontinuerlig forstaderivata. Detta ger oss ett villkor for lite. Lat oss ligga pa villkoret aq’ (t1) + 84’ (t,) = v
(dér inte alla «, 8, dr noll).

Bestdm (utan att anvinda Chebyshev-satsen) ¢; och t5 sa att

_max | (¢ —t)(t —t2) |

minimeras. Det skall gilla att —1 <1 <2 < 1.

Vi bestimmer interpolationspolynomet, p,, pa [0, 1] som interpolerar e’ i punkterna 0 =t <tz < ... <
t, = 1. Visa att oavsett hur vi viljer t;-punkterna (i 6vrigt) sa giller:

. t —
nlgréo 022 ¢ = pa®)] =0

Visa att om vi viljer Chenbyshevpunkterna sa géller att:
‘ e
max |e —pn(t)| <

0<t<1 — nl 22n-1

Varfor giller dven resultaten for t.ex. cost?

Ovningar pa kapitel 8, kvadratur

1. Skriv en integrationsrutin som anviinder andragradspolynomen fran sista évningen pa évningslappen for

kapitel 7.

. Foljande 6vningar ur boken #r ocksa bra: Sid 376, 6vn: 8.1, 8.3, 8.10, 8.12, 8.13 i nya upplagan. Sid 264,

ovn. 8.1, 8.3, 8.7, 8.8, 8.9 i gamla upplagan.

Sa hir ska man inte gora. Varfor?
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>> quad(’1./x’, -1, 1.1)
Warning: Minimum step size reached; singularity possible.
ans = 6.036795665603418e-01
Ar talet av nagot intresse? Vad hade héint med en vanlig enkel trapetsmetod?

4. >> quadl(’exp(x)./sqrt(x)’, 0, 1)
Warning: Divide by zero.
ans = 2.925303907172242e+00
Problemet dr att f(0) = oo. Dock existerar integralen. Den listiga quadl klarar #nda detta problem,
det exakta virdet dr 2.92530349181436. .. (enligt Maple). Anviind substitutionen z = 2 och visa att
vi da far en snill integral (dir integranden inte har nigon singularitet). Ett annat alternativ dr partiell
integration (integrera 1/4/z). Det kan vara farligt att #indra integrationsintervallet f6r att bli av med
singulariteten. fol dz/z &r divergent men fal dz/z &r dndlig for varje a > 0.

5. I fsljande problem #r integrationsomradet inte dndligt.

/ o dz
0 A+a)irs
Ett tids6dande och lite farligt sétt &r att testa quadl med olika intervallgrinser:
>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 10)
ans = 1.107402448680100e+00
>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 100)
ans = 1.119972821978428e+00
>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 1000)
ans = 1.120245308919566e+00
>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 10000)
ans = 1.120251181152987e+00
>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 100000)
ans = 1.120251297910802e+00
(Man borde givetvis integrera 6ver delintervallen [0, 10],[10, 100] etc. men ovanstaende &r littare att tolka.)
Farligt, eftersom integranden kanske vixer utanfér integrationsomradet. I detta fall avtar dock integranden
och vi torde kanske kunna lita pa de forsta siffrorna.
I vissa fall kan man skriva problemet [ f(z)dz = fab f(z)dz+ [,° f(z)dz dir den andra integralen enkelt
kan begrénsas (och den férsta har &ndligt integrationsintervall). Gor det!
Ibland kan man géra en substitution, testa ¢t = 1/(1 + z). Ett problem med denna substitution &r att
integrandens derivata ir oéndlig for ¢+ = 0 (integranden uppfor sig som #2/2 for ¢ nira noll). Detta gar att
dtgarda med ytterligare en substitution, t = u3.
1.7 Ovningar pa kapitel 9, ordinira differentialekvationer

1. Satt upp Eulers metod for problemet y' = ¢ + 2y, y(0) = 1 och berikna yg, k = 0,1,2,3 med h = 0.1.

2. Gor som i foregaende 6vning men da to = 3.

3. Tag tva steg med Eulers metod for systemet:

Y1 = Yo y1(0) =1
yy=t+uy1+y2 ’
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4.

5.

10.

11.

Studera lokala felets utseende for Heuns metod och problemet y' = Ay, y(0) = 1. Metoden brukar skrivas

s1 = hf(tk—1,yx-1)
So = hf(tk_l + h,yp—1 + 81)
Yk = Yr—1+ (51 +82)/2

En 6vning pé stabilitet: Vi vill understka hur stérningar, € och d, paverkar 16sningen till f6ljande problem:
y' = Ay, y(0) = yo # 0. For att forenkla problemstillningen ndjer vi oss med att studera storda problem
pa formen: z' = (1 4+ €)Az, 2(0) = (1 + 0)yo. (z dr alltsd 16sningen till det storda problemet). For vilka
A # 0 giller att 2(t) —y(t) >0dat - 00da0 < |e] <1och0 < |4 <17 Existerar nagra A # 0 for vilket
giller att det relativa felet, (2(t) — y(¢))/y(t) = 0 da t — oco?

Lat s(t) vara en storning i foljande ode-problem: y' = Ay + s(t), ¥(0) = yo. Vi vill studera hur 16sningens
storningskinslighet beror av tecknet pa A € R, A # 0. s(t) dr en kontinuerlig funktion som satisfierar:

0, t<1-96
s(t)=¢ >0, 1-0<t<l , 0<d<1
0, 1<t

Lat z(t) vara losning till det ostorda problemet (z' = Az, 2(0) = yo) och visa att for ¢ > 1:

ly(t) — 2(8)] =

5
s(€) ‘ MU 1< e<

Vad hinder med felet om A < 0 respektive A > 0?7
Ledning: anvéind integrerande faktor for att f& ett uttryck for y(¢) och applicera sedan integralkalkylens
medelvirdessats pa integralen.

Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system: a) y"” =t +y + ', b) " = y" + ty, )
y" =y" —2y' +y —t + 1. Anviind foljande begynnelsvillkor, y(0) = 1, 3'(0) = —1 for a) och dessutom
y"(0) = 3 for b) och c).

Skriv om foljande system ekvationer (rorelse-ekvationer for ett tvakropparsproblem) som ett forsta ord-
ningens system:
{ yi = —GMuy:/(y7 +y3)*/>
yy = —GMyz/(y7 +y3)*/*
Anvind féljande begynnelsvillkor, y1(0) = 1, 1 (0) = —1 y2(0) = 0, y4(0) = 4.

S#tt upp bakat-Euler for problemet y' = —y2, y(0) = 1. Formulera den ickelinjira ekvation som uppkom-
mer for att berdkna yi; samt stdll upp Newtons metod fér denna ekvation.

Vilka 16sningar har f6ljande problem?

3
y' =5y y(0)=0

Jag loste problemet nedan med hjilp av Matlabs ode45, och fick da utskriften:

Warning: Failure at t=1.999919e+00. Unable to meet
integration tolerances without reducing the step
size below the smallest value allowed (7.105140e-15)
at time t.

Forklara!
y' =2y, y(0)=1/4
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12. Eulers metod kan hirledas pa foljande sétt:

2

y(t+h) =y(t) + hy'(t) + %y”(t) +.my(t) + hy'(t) = y(t) + hf(Ey(t)

vilket ger metoden yx11 = yr + hf(tk,yr)- Hiirled en hogre ordningens metod genom att ta med nista
term i Taylorutvecklingen (Du far approximera y" pa nagot bra sétt).
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2 Nagra ord om fI(), for IEEE-6vningar

fl(z) ar det flyttal som ligger ndrmast x. IEEE kréver att +, —, * och / skall beriiknas korrekt avrundade (om
resultatet existerar), vilket medfor att:

flla®b) = (1+€)(a®b), med || <emach

didr ® #r en av +, -, * och /. Detta forutsitter att a och b ir flyttal (redan avrundade). € dir det aktuella
avrundningsfelet som skall vara begrénsat av €,,4.1- € kan vara mycket mindre &n €,,4¢1, t-ex. torde f1(1.04+3.0) =
4.0 exakt, dvs. med € = 0. Om man skall begrinsa det totala avrundningsfelet far man samla pa sig alla
avrundningsfel som kan uppsta och sedan pa slutet gora en begrinsning (denna process kan vara témligen
besviirlig). Det dr vanligt att man indexerar de olika avrundningsfelen enligt detta exempel (jag skriver inte ut
* och vi antar att a, b och ¢ dr flyttal):

flla+be) = fl(a+ fl(be)) = fl(a+be(l+ €1)) = (a+be(1+€1))(1 + €2)
dir |ex| < €mach, £ = 1,2. Sa, om vi multiplicerar ihop faktorerna
flla+bc) = a+bec+beey + (a+ be)es + beerey eller |fl(a + be) — (a + be)| = |beer + (a + be)es + beegea|
Vi kan nu ge en Ovre begrinsning av det absoluta felet:
1@+ be) — (a+ be)| < [belemacn + [+ belemach + [bel€uan = (1 + emacn)bel + [a + bel)emac
For det relativa felet observerar vi (om a + be # 0):

|fl(a+bec) — (a+be)| _ (14 €mach)|be| + |a + b (1 + €mach)|be]
< €mach = + 1| €mach
|a + bl la + bel la + bc|

Sa det relativa felet &r litet om |be/(a + be)| inte dr for stort. Om diremot be & 1, a + be = 0, till exempel, kan
vi fa ett stort relativt fel.

Observera att ett uttryck som |ae; — bea| < (|a| + |b|)€mach ven om a och b har samma tecken (e; och
€2 kan ju ha olika tecken). Att uppskatta |(a + b)e1| < (|a| + |b])€macn dr dock onddigt pessimistiskt, ty a och b
kan ju ha olika tecken (notera att det ir samma €; for bada termerna).

Om man inte kriver en strikt grins utan endast en uppskattning kan man tillata sig att slinga t.ex. €j€ea-
termer (produkter av termer) ty €2, ., < €mach-

Det ir ett elinde att fa 1 + €-termer i nimnaren (det blir d& #nnu krangligare). Om vi tilldter oss att #ndra
€mach lite kan vi flytta upp e-termen i tiljaren:

]_—-|-€ =1 +€I, med |€I| S gmach

DEr €qch r lite storre dn €,,404. Det dr enkelt att inse, ty: 1/(14+€) =1—€e+e2 —....
En annan forenkling #r foljande
n
H(l +€;) =1+ ne med |e| < émacn
k=1

om n inte dr alltfor stort och dir €,,4.p dr lite storre dn €m,qch-
Vi antar fran och med nu att €,,4c5 dr detta lite storre virde.
Det #r enkelt att inse varfor ovanstdende férenkling fungerar. Tag t.ex. n = 3, da ser vi att:
|14+ e)(I+e)l+e) =146 +e+es+eren+ erez + enes + ereaes| < 1+ 3emach + 3€2,00n + Evach

~ 10-16 o3 5ip 2 ~ 10-32 3 ~ 10—48 ; 2 51 o
Om €qcn ~ 10 sd &r e, .., ~ 10 och e ., =10 och man inser att n maste vara vildigt stort for att
ne .., skall komma i nirheten av €mqch.-
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