Algebraiska strukturer,? februari

ISOMORFIER

Exempel. Lit G, = Z, = {[o0], (1]} med & och Gy =8y =
{(1),(1,2)} med sammansétningen o. Grupptabellerna f5r G, och
G ir foljande
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Observera att om vi skriver (1) istillet for [0] och (1,2) istallet
for [1] i forsta tabellen far vi den andra, Grupperna Gy och G, &r
”lika” och det ar bara deras element som betecknag pa olika sitt,.
Betrakta avbildningen 6 : Z, S2: 6([0]) = (1), (1) = (1,2).
Vi far att 4 ar en bijektion och

8([=] @ [y]) = 8(z]) o 4([y))
for godtyckliga [z], [y] € Z,.

Tva grupper, G och H. , 4r isomorfa om det, finns en bijektion
0: G+ H, sidan att

6(a * b) = 8(a)#6(b), for alla a,be @G,

dir * ar operationen i G och # &r operationen i H.
Avbildningen 6 kallas 44 en isomorfi, och vi skriver G~ H.
Grupperna G5 och G fran exemplet ovan &r alltsa isomorfa.

Exempel. Betrakta foljande grupper: (Z,+) och (22, +).
Definiera  : Z -y 22, enligt 6(n) = 2n for varje n € Z. Klart att
0 &r bijektiv och 9(n + m) =2(n+m)=2n+ 2m = 8(n) + 6(m)
géller for alla heltal m och 7, dvs 8 bevarar addition. Detta visar
att @ ir en isomorfi och Z, v 2Z,fast 2Z C Z.

Sats 18.1. Lit G vara en grupp med operation *, 1t H vara
en grupp med operation #, och 1at 8 : G H vara en avbildning
sadan att 8(a +b) = 8(a)#6(b) for alla a, b€ G. D5

* 1. b(eg) = ey

* 2. 6a™") = 6(a) for varje s € G

* 3. 6(a*) = 8(a)* for varje s € @

¢ 4. 6(G), bilden av 8, ar en delgrupp till H.
¢ 5. Om @ ar en-entydig s ir G ~ 6(G)

Satsen skall visas senare.

Sats 19.1. Antag att G och H ir grupper och G ~ H. D4
giller

* |G| = |H]|.
o G ir abelsk = H ir abelsk.



. G‘ércyklisk=>H5,rcyldisk.

e G har en delgrupp v ordning n => H bar en delgrupp av
ordning n.

o G har ett element av ordning n = H har ett element av
ordning n.
Exempel. 1. Zs och Zg &r inte isomorfa, ty |Zg| = 5 men
|Ze| = 6-
9. ZoxLaoch L48r inte isomorfa (obs! |ZexZal = |Z4 = 4)»
ty varje element# ([0}, [0}) i Za % 7.5 har ordning 2 (varfor?), men
7., har ett element av ordning 4, t ex [1}-

Sats 19.2. Varje cyklisk grupp av ordning 7 &r isomorf med
Z.,. Dessutom, om G ir en grupp av ordning p, dar p ar ett
primtal, & & G = Ly

Bevis. Om G aren cyklisk grupp av ordning n s finns det
o € G shdant att G = (o} = {e,a,0%,. .- ,a"1}. Vi definierar
g : G v Zn gepom (%) = [k}, k € 7. Definitionen av denna
funktion beror inte pé heltalet k som definierar potensen: om
oh = a* sa ar [kn] = [k2) ty gk1—Fka = e implicerar att n|(ky —k2)
och darmed [k1] = [ka}. Man kontrollerar litt att olika element
ak, g™ har olika bilder: [k] = [m] betyder att n|(k —m) vilket ger
aF—™ = e och ok = a™. Funktionen 6 4r en-entydig. Klart att
den ar surjektiv. Detta visar att 8 ar en bijektion. Vi har ocksd
att

o(a* +ah) = (e =k + N=Kell= 8(c*) ®0(a")-

Alltsa ar 6 en jsomorfi.

Om G &r en grupp av ordning p, dar p &r ett primtal shar G
cyklisk enligt en av foljdsatserna till Lagranges sats vilket ger nu
att G = Zp-

Fundamentala satsen om andliga abelska grupper. Varje
sndlig grupp G ar isomorf med en direkt produkt av cykliska grup-
per av typen Zp:, X oo XDgns dar p; ar primtal som kan vara lika.
Direkta produkten 5r definierad entydigt av G om man bortser
fran faktorernas ordningsfoljd.

Obs! OmGochHﬁrgrupperséierHﬁHxG

Exempel. Beskriv abelska grupper av ordning 100.

Vi har

100=2-2-5-5=22-5-5=2-2-52=22-55.

Enligt satsen &r varje abelsk grupp av ordning 100 isomorf med
precis en av fsljande grupper:

Zo X Zy X Zs X Zg, Zaa X Zg % Zs, Zs % Zy x Zgs, Zaa X Zgs.

muta-

Cayles sats. Varje andlig grupP 5r isomorf med en per
tions grupp-



Bevis. Multiplikationen till hdger med ett element g € ¢ ger
en permutation, o,, av G = {ay, ay, . .. y8n}:

O = ay az Y/
a axa) a*ay ...asg,

(Obs! alla g + a; ar olika, ty a % a; = G * a; ger a; = a;. Multip-
likation med en produkt a » b ger permutationen gy, = g, o ay.
Vi far alltsa avbildning 9 : G Sym(G): 8(a) = o, vilken
uppfyller 8(a + b) = 4(a) o 8(b) for alla @, b € G. Om 6(a) = 4(b)
SAdrcxa=cxb for allac, varava = b. Lat H vara bilden av G.
H &r en delgrupp av Sym(G) och H ~ G.

Féljdsats. Varje Erupp av ordning n ir isomorf med en del-

grupp av S,,.
Bevis. Man kan identifiera elementet a; i G med talet i och

ersitta a +a; = a,, med i for ett lampligt index Pi. DA represen-
terar vi 0, med en permutation av talen 1,2,... n:

(1 2 n)
Oy =
Pop;o...p,







