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Projektet behandlar olika populationer och hur deras bestand dndras med tiden. Projektet tar
upp flera olika scenarier med utgangspunkt i Volterra-Lotka-modellen Gver bytesdjur och
rovdjur. Olika scenarier med ett bytesdjur och tva rovdjur som lever tillsammans undersoks.
Vi tittar dven pa den paverkan som arstiderna och temporéra stérningar har pa populationerna.
En stokastisk modell tas ocksa upp.

Man kan se att modellerna beskriver verkligheten till viss del. Man kan se de stora
huvuddragen for hur populationer &ndras med tiden. De matematiska modellerna visades vara
valdigt kansliga for vilka koefficienter som anvéndes for att beskriva forhallandet mellan
djuren. Modellerna kan ge en 6vergripande bild av hur populationer kan dndras med tiden
men naturen &r i sjalva verket alldeles for komplex for att kunna modelleras fullstandigt
korrekt.
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1 INTRODUKTION

1.1 Problembeskrivning

Den forsta matematiska modellen, kallad the classical Malthussian scheme, som beskrev
populationstillvdxt, bygger pa ett arbete utfort av Thomas R. Malthus (1766-1834). Han
publicerade The Principle of Population 1798 dér han beskrev de fundamentala och simpla
termerna i hans teorier om tillvdxt i ett ménskligt samhélle, och sambandet mellan
Overpopulation och utrotning. Den matematiska modell som baseras pa dessa idéer ar att
populationens storlek beror pad storleken av den tidigare generationen. Enkelt uttryckt,
derivatan beror pd en konstant ganger det momentana antalet individer (dx/dt = kx).

Denna modell kan inte tillimpas i1 verkligheten d& den beskriver en exponentiell tillvéxt.
Populationer av olika slag har en dvre begridnsning som kan bero pd ménga faktorer, bland
annat tillgdng pa mat eller plats. Ofta, dd man talar om djur, si hotas ocksa populationen av
ett rovdjur.

En annan modell som utvecklar detta ytterligare dr Volterra-Lotka som beskriver just
sambandet mellan byte och rovdjur. Dessa ekvationer uppticktes oberoende av bade
amerikanen Alfred Lotka (1925) och italienaren Vito Volterra (1926).

Idén med denna undersokning &r att utveckla Volterra-Lotka modellen. Samt se hur inverkan
och samspel mellan rovdjur och byte paverkar modellen. Vad hénder om tva rovdjur ar ute
efter samma byte till exempel? Paverkar slump resultatet? Eller vad hdnder om det efter 50 ér
plotsligt dor en massa bytesdjur pd grund av ndgon sjukdom? Intressant dr ocksa att se om
16sningen ar periodisk eller stabil eller kanske till och med oscillerande.

Modellen vi utvecklar bygger pa att djuren &r jimt fordelade Over ett begrinsat omride. Alla
vaxtitare har obegriansat med mat. Vi antar dven att véxtdtaren dr utom yttre hot, men utan
mojlighet att expandera geografiskt. Vi har alltsd en skyddad och isolerad miljo. Exempel pa
sddana miljoer dr mindre 6ar och naturreservat.



2 ANALYS

2.1 Losning

Haér utgér vi fran modellen for populationstillvixt {for att sedan utéka den till Volterra-Lotka.
Sedan studeras inverkan av olika faktorer som till exempel konkurrens mellan rovdjur, slump
och sdsongsberoende.

2.1.1 Populationstillvaxt

Vi borjar med att titta pa hur bestdndet av en ensam vixtitare fordndras over tiden. Djuret vi
tittar pa 4r musen. Vi ger mossen obegransad tillgang till féda men deras expansion hindras av
att de inte kan leva hur ménga som helst pé det aktuella omridet. Faktorer som himmar deras
expansion dr till exempel sjukdomar och flockbeteende hos mdssen. Mdssens tillvaxt ges av

¢ = _ A
xl—ax{ KJ (2.1)

dir x; dr antalet moss, K; dr det maximala antal mdss som kan vistas pa omradet och a dr den
naturliga tillvixten. Man ser att om x; ndrmar sig K; s& gar derivatan mot noll vilken ger att
populationen ddmpas. Se tabell 2.1 for aktuella virden pa koefficienterna. Vi tanker oss att
tiden ges 1 ar.

Koefficient Virde
a 2
K 2000

Tabell 2.1. Koefficienter for ohotade maoss.

Vi sitter in en startpopulation pa 1000 mdss och plottar antalet moss mot tiden. Mdssen borjar
med att vixa exponentiellt men ddmpas av dd populationen nidrmar sig sin maxniva, dér
antalet sedan ligger stabilt. Se figur 2.1.
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Figur 2.1. Ohotade moss med avseende pa tiden.

2.1.2 Volterra-Lotka

Modellen i1 foregdende kapitel dr dock inte sdrskilt representant for mdss ute 1 verkligheten. I
regel har alltid mdssen nagot rovdjur som fiende. Vi véljer dirfor att sétta in ormen som
rovdjur med mdss som sin enda foda. Mossens tillvixt begridnsas hér enbart av ormarnas
antal, eftersom dessa dter mdssen. Daremot glommer vi den Gvre egenbegrinsningen av
arterna for ett tag och tittar pad den rena modellen som kallas Volterra-Lotka.

Mossen har, som tidigare, obegriansad tillgdng till foda. Detta representeras av termen ax;.
Ormarna déremot, som &r beroende av att det finns moss 1 omradet kommer sakta att sjalvdo
om det inte finns tillrickligt ménga mdss kvar. Den term som beskriver detta dr —cx;.
Volterra-Lotka ges av

{xl =ax, —bx,x,
_ (2.2)
X, =—cx, +dxx,

x; dr antalet moss och x, &r antalet ormar. a &r som sagt mossens tillvixtfaktor och b 4r den
begransning pa mdssens tillvixt som ormarnas konsumtion orsakar. ¢ orsakar som sagt den
naturliga doden for ormarna da det inte finns ndgon mat tillgdnglig och d paverkar 6kningen 1
ormarnas antal da det finns tillgdng till moss som foda. De koefficienter som valts redovisas i
tabell 2.2. Notera att det inte finns ndgra riktiga” koefficienter utan dessa har grovt
uppskattats.

Koefficient Virde
a 2
b 0,035
c 0,8
d 0,0015

Tabell 2.2. Koefficienter till Volterra-Lotka.



Figur 2.2 visar en bild 6ver hur antalen moéss och ormar varierar med tiden. Startvirdena &r
1000 mdss och 100 ormar. Vi ser hér att ormarna okar snabbast i antal di antalet moss dr som
storst. Nar sedan ormarna blir manga kommer antal moss att minska, vilket leder till att
ormarna i sin tur minskar och sd vidare. Totalt sett verkar l0sningen vara periodisk med

ormarnas population forskjuten jamte mot mossens.
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Figur2.2. Antalet ormar och antalet moss plottat mot tiden.

For att ndrmare studera mus-orm-relationen plottar vi fasportrittet for ekvationssystemet (2).
Vi plottar alltsé antal ormar mot antalet mdss.
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Figur 2.3. Antalet ormar plottat mot antalet maoss.

Hiér syns tydligt att I6sningen dr periodisk, precis som vi misstdnkte. Detta visas analytiskt i
kapitel 3.1.



Vi drog tidigare slutsatsen att antalet djur av en art inte enbart kan bero pa tillgdngen till foda,
utan dven pd hur ménga exemplar som finns av den aktuella arten. P4 grund av till exempel
konkurrens, sjukdomar eller platsbrist finns det alltid en O6vre grdns for hur stor
populationerna kan bli. Vi utvecklar modellen ytterligare med hjdlp av begridnsande faktorer,
precis som 1 fallet med endast mdss. Jamfor med ekvation (2.1). Begransningen péaverkar bade
mossen och ormarna. Ekvationssystemet (2.2) modifieras da till

. 1
X, = ax{l——

X, =—cx, (1 —Iz—z

X
—bx,x
KJ 17v2

j+ dx, x,

(2.3)

Begransningen for de biagge arterna dr uppbyggd pa samma sitt som i ekvation (2.1). I tabell
2.3 redovisas de koefficienter som valts. Notera att begridnsningen for rovdjuret dr betydligt
lagre &n bytesdjuret. Detta beror pa att rovdjur ofta vistas i revir och &r ofta till antalet mindre

an bytesdjuren i ett givet omride.

Koefficient Virde
a 2
b 0,035
c 0,8
d 0,0015
K; 2000
K 500

Tabell 2.3. Koefficienter till Volterra-Lotka med begrinsning.

Vi sitter startvirdena till 1000 mdss och 100 ormar och plottar antalen mot tiden. Resultatet

visas 1 figur 2.4.
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Figur 2.4. Antalet ormar och méss dd tillvixten dr begrdnsad.



Hiar ser vi att da tillvixten har en 0vre grins kommer antalen ormar och moss att na ett stabilt
jamviktslidge. Jimviktsldaget dr ungefdar 487 moss och 43 ormar. Detta resultat &r betydligt mer
forankrat i1 verkligheten 4n modellen utan begrinsning d& det dr allmint kéint att ett
naturomrade som far ldmnas 1 fred till slut alltid nér en slags jamvikt.

For att se hur 16sningen beter sig plottar vi i figur 2.5 relationens fasportritt.
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Bild 2.5. Antalet ormar plottat mot antalet méss da tillvéxten dr begrinsad.

Vi ser att 16sningen gér mot ett stabilt jimviktsldge. Den hér 16sningen ar stabil. For analytiskt
bevis for detta, se kapitel 3.1.

2.1.3 Naringskedja

For att studera hur ovanndmnda system beter sig d& man tillfor en tredje art behdver vi
modifiera Volterra-Lotka metoden genom att tillféra en tredje ekvation for vér tredje art.
Beroendet, de tre arterna emellan, kommer att bli mer komplicerat. Antal koefficienter
kommer att 6ka och det blir allt svarare att kontrollera 16sningen. Vi véljer dirmed att studera
olika situationer separat och gor det enbart numeriskt.

Djuret vi viljer att 1dgga till dr en rovfagel, till exempel en tornfalk, vars naturliga kost bestér
av bade ormar och mdss. Vi borjar med att studera fallet da rovfageln enbart dter ormen, som
1 sin tur enbart dter musen. Systemet dr alltsd en klassisk narningskedja.



Figur 2.6. Niringskedja

Vi tinker oss alltsd modellen enligt figur 2.6. Vi sitter tillvixtbegransning pa alla tre arterna
enligt samma modell som ekvation (2.1) och (2.3). Sambandet mellan arterna och dess tillvaxt

ges da av
: x
X, = ax, (1 — ?IJ — bx,x,

X, =—CX, [1 - Iz—zj +dx,x, —ex,x, (2.4)

2

Xy =—fx; (1 - %J + 8X,X;

3

Ekvationssystemets uppbyggnad dr samma som i ekvationssystem (2.3). Ekvationen for
antalet ormar har fatt ytterligare en begransning —ex,x3, ndmligen rovfaglarnas konsumtion av
ormar. Koefficienterna presenteras i tabell 2.4.

Koefficient Virde

a 2

b 0,035
c 0,8
d 0,0015
e 0,04
f 0,09
g 0,0026
K; 2000
K> 500
K; 90

Tabell 2.4. Koefficienter till niringskedja.

For att askadliggora 16sningen plottar vi 1 figur 2.7 antalet moss, ormar och rovfaglar med
avseende pa tiden. Startpopulationerna viljs till 1000 mdss, 100 ormar och 20 rovfaglar.
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Figur 2.7. Rovfaglar, ormar och moss i ndringskedja plottat med avseende pd tiden.

Aven hir syns att de tre arterna efter en viss tid nér ett jimviktslige dir alla tre kan leva sida
vid sida. Jimviktsldget 4r 1075 mdss, 27 ormar och 21 rovfiglar. Vi drar slutsatsen, efter
modellerna med tva arter, att de tre arterna skulle nd en periodisk 16sning om de begrinsade

faktorerna togs bort.

Fasportrétten kan bara ritas for en art mot en annan. Eftersom djuren &r beroende av varandra
1 en kedja, kan man plocka ut t.ex. rovfidgeln och ormen och studera det pa samma sétt som vi
studerade ormar och mdss ovan. Detta dr redan gjort och vi gér istéllet vidare pa att studera

vad som hinder da rovfaglarna dter moss, istillet for ormar.

2.1.4 Konkurrerande rovdjur

Figur 2.8. Konkurrerande rovdjur

I detta scenario tidnker vi oss att rovfiglarna och ormarna konkurrerar om mdossen, se figur
2.8. De bada rovdjuren paverkas alltsa negativt av existensen av det andra rovdjuret. Detta

beskrivs med ekvationssystem (2.5).
8



: X
X, = ax, (1 — —1J —bx,x, — ex, x,
K

1

X, =—cx, (1 - I);—Zj +dx,x, — hx,x,

2

Xy = —fx{l—%} + gx,X; —IX, X,

3

Alla koefficienter redovisas i tabell 2.5.

Koefficient Virde
a 2
b 0,035
c 0,8
d 0,0015
e 0,04
f 0,09
g 0,0026
h 0,7
i 0,2
K; 2000
K> 500
K; 90

Tabell 2.5. Koefficienter till konkurrerande rovdjur.

(2.5)

Hér har vi alltsd en modell dér tvd rovdjur dr beroende av samma foda. Rovfiglarna och
ormarna dr kopplade till varandra genom att de brikar om sin gemensamma foda.
Konkurrensen mellan rovdjuren representeras av termerna —hx,x; och —ixpx3. Vi visar
16sningen till ekvationssystem (2.5) genom att plotta antalet djur med avseende pa tiden.
Startvérdena sitts till 1000 mdss, 100 ormar och 20 rovfaglar.
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Figur 2.9. Konkurrerande rovdjur plottat mot tiden.
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For att tydliggora vad som sker i figur 2.9 har vi plottat en forstorning av vad som sker nér
rovfiglarna dor ut i figur 2.10.
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Figur 2.10. Konkurrerande rovdjur plottat mot tiden (uppforstorat).

I det hér fallet ser vi att rovfaglarna snabbt dor ut. Det visar sig att d& tva rovdjur konkurrerar
om samma begransade foda, s& kommer med stor sannolikhet ett av rovdjuren att do ut. Detta
resultat stimmer Gverens med “Lagen om uteslutning genom konkurrens”, se [2]. Detta
backas upp analytiskt 1 kapitel 3.2. Beviset dr for en aningen forenklad situation dar tva
rovdjur konkurrerar om ett stationért, begrinsat byte. Vi antar hér att resonemanget dven
giller 1 vart fall trots att vart byte faktiskt varierar med tiden. Det som visas &r att
ekvationssystemet har en sadelpunkt. Det dr dd extremt osannolikt att dessa tva rovdjur kan
existera samtidigt pa grund av att endast de tva stabila separatriserna ndrmar sig den stationira
punkten da t gr mot odndligheten. Det kvarvarande rovdjuret och bytesdjuret kommer i detta
fall att hitta ett jamviktsldge, precis som i Volterra-Lotka modellen med begrinsning. Det
visar sig vara precis samma jdmviktsldge, 487 mdss och 43 ormar.

2.15 Stokastiska effekter

Det som hittills studerats dr deterministiska modeller. Men vad hidnder om man ser pa
systemet ut ett stokastiskt perspektiv? I verkligheten kan det litt tdnkas att slumpen har en
viss inverkan pa alla inblandande arter. Vi véljer att titta pa den enklaste Volterra-Lotka
modellen och modellerar den stokastiskt. Dérefter jaimfors den deterministiska modellen med
den stokastiska och man ser om slumpen har en betydande inverkan.

For att modellera modellen stokastiskt anvinds hdar Monte Carlo direktmetod. I princip sé
uppfattas da de olika termerna (héndelserna) i Volterra-Lotka som olika sannolikheter. Det
vill sdga, om en term dr mycket storre dn de andra i ekvationssystemet sa paverkar den
forloppet med en storre sannolikhet. Sannolikheten vid tiden t att ndsta reaktion” sker i
intervallet (t + 1, t + T + dt) och kommer att vara en R -reaktion beskrivs av funktionen P(t,u).
Denna funktion kallas reaktionssannolikhetens densitetsfunktion. Det som menas med R;-
reaktion i vart fall &r till exempel hidndelsen att en mus fods eller att en mus dor pa grund av
att den trdffat pd en orm. Notera att alla R,-héndelser har som sagt olika sannolikhet att

10



intrdffa. Det finns fyra olika hédndelser totalt, se ekv. (2.2). Dessa paverkar positivt eller
negativt for arten 1 friga. p dr indexet pd alla hdandelser upp till hdandelsen M. Det vill sidga p =
(1,....M) = (1,2,3,4) 1 detta fall. T ar ett slumpmaéssigt tidségonblick mellan 0 och oo med
fordelning enligt P(t,p).

P(z,u)=h,c, exp{— ihucur} (2.6)

v=1

cy dr 1 ekvation (2.6) de olika koefficienterna a, b, ¢ och d. h, ar de olika typerna av
hindelserna, det vill sdga x;, XXz, X2 och XX,

Notera att P(t,p) ar riktigt fordelad, da

M M " M

[[ded P i)=Y hc,[ dr exp{— Zhucur} =1 2.7)
u=l1 u=l1 v=1

Malet hir dr att hitta ett slumpmaéssigt talpar (t,p1) som dr fordelat enligt P(t,p). Det vill siga,

vi vill veta nér nésta hdandelse sker, samt vilken hindelse. Teorin bakom att slumpa fram t och

p kommer fran Monte Carlo direktmetod. Forst kan P(t,u) skrivas om som en betingad
sannolikhet.

P(z,1) = B(x)- P, (| 7) 2.8)
Py(t) ar sannorlikheten att ndsta hindelse sker mellan t + T och t + T + dt. Po(u | 1) &r

sannolikheten att hindelsen kommer att vara en R,-héndelse givet att nista hiindelse sker vid t
+ 1. Py(1) fis genom att summera alla P(t,u)dt 6ver alla p-virden.

M
P(x) =Y P(z, 1) (2.9)
u=1
Om (2.9) substitueras in i (2.8) fas

Py(u|7)=P(z, 1)) D P(z, 1) (2.10)

u=l1
(2.6), (2.8) och (2.9) ger da ekvationerna

P (r)=aexp(—ar) (2.11)
P(ulty=a,/a (2.12)

Dir a,= c,h, och a dr summan av alla a. Notera att P,(u | t) dr oberoende av t. Enligt [1] kan ©
genereras enligt Pi(t) 1 (2.11) genom att det forst dras ett slumpmaéssigt uniformt fordelat tal r,
mellan 0 och 1 (till exempel kan kommandot rand i MATLAB anvindas) sedan ges t av

r=/a)ln(l/r) (2.13)

11



u kan genereras pa olika sétt. For att se vilket sétt som &r valt hér, se avsnitt 4.5. Dar redovisas
hela koden, skriven i MATLAB, for det program som simulerar Volterra-Lotka ekvationerna
ur ett stokastiskt perspektiv. Men 1 princip sd kan man siga att alla R,-hdndelser har olika
sannolikhet att intrdffa och den sammanlagda sannolikheten &r 1. Om man da genererar ett
slumpmadssigt uniformt fordelat tal r, mellan O och 1 sa bestimmer det p. Givet p dndras den
aktuella populationen med +1 eller -1 beroende pé tecknet framfor R,

Resultatet for den stokastiska modellen ses i figur 2.10 dir mdssen och ormarna ir plottade
mot tiden. Samt 1 figur 2.11 dér arterna &r plottade mot varandra.
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Figur2.10. Antalet ormar och antalet méss plottat mot tiden.

4000

o0 —— .

3000 -

2500
n |I
8 2000/
=

1500

1000 |

500

= ) L ]
100 150 200 250 300
Ormar

Figur 2.11. Antalet ormar plottat mot antalet méss.
Intressant hér dr att modellen ur ett stokastiskt perspektiv kan ge en oscillerande 16sning.

Jamfor med figur 2.2 och figur 2.3 som visar fina periodiska l6sningar. Notera att olika
stokastiska korningar ger olika resultat. Vissa kdrningar gav resultatet att alla arter dog ut.
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2.1.6 Sasongsberoende

Modellen, som vi hittills har stéllt upp, ldmpar sig egentligen bara i omraden dir djuren inte
paverkas av vilken tid pé éret det dr. Ungarna kommer alltsa att fodas under hela éret och
sjalvdoden ér lika stor aret om. Detta sker egentligen enbart kring ekvatorn, dir skillnaderna
mellan arstiderna knappt dr markbar. For att 6ka realismen i modellen ldgger vi till ett
sdsongsberoende som artar sig sa att djurens forutséttningar varierar beroende pa om det ar
sommar eller vinter.

Systemet vi viljer att titta pd dr modellen med tva arter och en begrinsande faktor pa
bytesdjuret. Systemet ar alltsd uppstillt enligt ekvationssystem (3) med koefficienter enligt
tabell 2.6.

Koefficient Sommar Vinter
a 4 0
b 0,035 0,05
c 0,8 0,8
d 0,0015 0,0015
K 2000 2000
K> 500 500

Tabell 2.6. Koefficienter for sdsongsberoende.

Koefficienterna for sommaren ar valda ungefar enligt kapitel 2.1.2 (Volterra-Lotka med
begridnsande faktor) med bland annat justeringen att mossens antal dkar med 4. P4 vintern
foder mossen inga ungar, vilket visar sig som a = 0. Detta ar realistiskt att anta. Fler mdss blir
ocksé uppétna. Detta for att rovdjuren behdver mer mat pa vintern och att méssen har svarare
att forsvara sig da. Dock kan det nimnas att just ormar gér 1 ide pd vintern och kanske inte
passar in i just denna modell. Hér fér alltsa ett annat rovdjur representeras i modellen. Eller sa
tdnker vi oss helt enkelt att ormarna inte gar i ide om vintern.

Vi viljer startviarden pa 1000 mdss och 100 ormar och far foljande tidsberoende, se figur 2.12.

1500 T T T T T

1000 [ 1 |

Antal djur

0 5 10 15 20 25 30
Tid

Figur 2.12. Sdsongsberoende méss och ormar med avseende pd tiden
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Notera att hir representeras ett steg pa tidsaxeln av en sommar eller en vinter. Vi ser att
systemet svinger kraftigt i borjan. Modellen stiller dock in sig i en ndrmast periodisk 10sning

som orsakas av de olika sdsongernas inverkan. Denna modell dr lite mer anpassad till
situationen i Sverige och att den stiller in sig i en periodicitet kinns logiskt.

For att tydligare se hur rovdjuren fordndras plottar vi upp den i annan skala i figur 2.13.

140 . ' : .
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1
[
| ||
100 - I'I B
|
|
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|
1
60 ". r'A". i
\ 1
\ |\ a
a0+ | Y A\ = N o gme .
\ | . {8 o ff \ .f'"‘\ N ;‘I\ i
| | ", X \ % 4 X v/ §
\ | a2y i \J \VARVERY, \
b X f
\ ] )
20 \ / L
\\ /
\\ 5
J
0 1 - L 1 1 1
0 5 10 15 20

30

Figur 2.13. Sdsongsberoende ormar med avseende pd tiden

Hér ser vi den periodicitet rovdjuret hamnar i. For att visa det periodiska sambandet mellan
arterna plottar vi upp fasportrittet for detta system i figur 2.14.
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140

Figur 2.14. Sdsongsberoende méss plottat mot sdsongsberoende ormar.
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2.1.7 Tillfallig storning

For att undersoka hur kénslig relationen mellan mdss och ormar dr ldgger vi in en yttre
paverkan. Sadana paverkningar kan i verkligheten vara sjukdomar, inplantering av nya djur
eller helt naturliga ”djurar”, som innebér att en viss art okar kraftigt 1 antal vissa ar. I figur
2.15 laggs efter 25 &r (50 halvér) en storning in pa mossen.

1400 T T T T T T T T
1200F
1000 | |

800 -

Antal djur

a0l | || |

200f |

Tid

Figur2.15. Volterra-Lotka med begrdinsning och en yttre storning vid t = 50.

Efter 50 tidsenheter sker denna kraftiga paverkan. Detta resulterar i en kraftig storning i bade
antalen moss och ormar. Forst minskar antalet moss kraftigt for att sedan oka igen pa grund
av att dven ormarna pdverkas. Storningen mynnar dock ut i samma stationdra 16sning som
innan storningen. Detta dr ganska intressant. I var modell klarar alltsd bestdnden av att
ateranpassa sig till sitt ursprungliga jamviktslége efter en relativt kort tid. Vi kan alltsa uttyda
att naturen 1 var modell klarar av att aterstilla kortvariga storningar. I verkligheten klarar
naturen av att det dr kortare forandringar, sd som jakt eller ndgra kalla vintrar.

2.2 Diskussion

Nar vi modellerade Volterra-Lotka modellen fick vi antingen periodiska 16sningar eller stabila
stationdra l6sningar beroende pad om djuren gavs en “egenbegriansning” eller ej. I fallet med
ndringskedjan kommer djuren att kunna leva i harmoni och det dr nog av den anledningen
som det &dr sa populdrt att prata om just ndringskedjor nir man diskuterar djurens beroende av
varandra. I verkligenheten dr dock aldrig relationen mellan arterna sa pass enkel utan man
borde egentligen prata om néringsvav, dér alla arter éter flera olika foda och har flera olika
fiender. En modell av detta skulle ddremot bli vildigt stor och komplicerad. Dérfor nojde vi
oss med att modellera tre arter med olika typer av inbdrdes beroende.

Vi kan konstatera att d& konkurrens mellan tvd djur rdder s kommer med stor sannolikhet ett
av rovdjuren att do ut. Detta kan tyckas méarkligt da naturen &r full av situationer dar tva eller
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fler rovdjur konkurrerar om samma bytesdjur. I dessa fall sé kan alla de inblandade arterna
leva sida vid sida i jimvikt. Skillnaden mellan verkligenheten och var modell ar vart
antagande om isolerad miljo och enformig kost. I verkligheten kommer djuren att variera sin
foda samt rora pa sig vid brist pd foda. Var modell ger dem aldrig den mdjligheten och dérfor
kommer en av rovdjursarterna att do ut.

I den hdr modellen har vi lagt tyngdpunkten pa olika scenarier da vi har bytesdjur och rovdjur.
Alla koefficienter ar uppskattade med avseende pa hur antalet djur av varje art borde forhalla
sig till varandra. Pa grund av att det inte existerar nagra “’riktiga” koefficienter dr det omojligt
att motivera de exakta koefficienterna men de dr valda sa att modellerna blivit bdde
intressanta och trovirdiga. Aven om vi skulle ha hittat “riktiga” virden for till exempel en
viss musstam sd skulle inte de gélla for en annan godtycklig musstam. Vi anser alltsd att
korrekt valda koefficienter inte skulle ha givit modellen nagon ytterligare dimension, utan
snarare tagit fokus fran hur modellen fungerar matematiskt. Intressant dr dock att modellen
visar sig vara otroligt kdnslig for indata. Vid minsta &dndring av koefficienter si kan resultatet
bli forédande. Vi har dérfor valt att anvdnda samma koefficienter i samtliga fall i s stor
utstrackning som mojligt.

16



3 BERAKNINGAR

3.1 Volterra-Lotka

Analys av stationdrpunkt for ekvationssystemet

a
) bx, (— -X, j
{xl =ax, —bx;x, b

- (3.1)
X, =—cx, +dx,x, J (— c j
Xy 7+X1

(3.1) ger de stationidra punkterna

(0,0)
(28]

Vi lineariserar kring varje stationdr punkt och riknar sedan fram egenvirderna for respektive
lineariserad matris.

a 0 }
(0,0):

Virden pé den stationédra punkten (2,%) far vi till (533,3333 ; 57,1429).

. . - c a) . ...|4=126491
Egenvirdena till den stationdra punkten | —,— | far vi till i
d A, =-1,26491

Alltsé dr den stationéra punkten (2,%} ett center. Det vill séga vi har en periodisk 16sning.
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3.2

Volterra-Lotka med dampning

Analys av stationdrpunkt for ekvationssystemet

X
1——1J—bxx
( Kl 17v2

X, = ax,

bx, a4 - X,
b bK,

(3.2)

X, =—cx, (1 - Iz_zj +dx,x,

2

(3.2) ger de stationidra punkterna

(0,0)

(0,%,)

(K,,0)

cK,(bK,-a) a ac(bK,—a)
( bdK K, —ac b b(bdK K, —ac

j: (Ql’Qz)

dx, ey + X,
d dK

Vi lineariserar kring varje stationdr punkt och riknar sedan fram egenvérderna for respektive

lineariserad matris.

0.0): A =a
o A, =—c

A, =a—-bK
0,K 1 2
TS

A =—a
K, ,0): 1
(£,.0) {ﬂzz—c+dK1

2
0,.0,): op [T
h= 4—J( B e - R

B :a—2ag
1
. | B =d0,
, dir
P, =-bQ,
P, =—c+2c&
2

Virden pé den stationéra punkten (Q1 ,0, ) far vi till (487,2299 ; 43,2220).

Egenvirdena till den stationdra punkten (Q1 , Qz) far i till {

Alltsé ér den stationdra punkten (Q1 , QZ) en stabil spiral.

A, =-0,2090 +1,0140i
A, =-0,2090-1,0140i
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3.3 Konkurrerande rovdjur

Vi ska undersoka vilka stationédra punkter som finns till ekvationssystemet

{h=(a—bn—¢n)m (3.3)

x, =(c—dx, —yx))x,

dér x;och x, ar antalet rovdjur, a och c &r hur tillgdng pé foda paverkar rovdjuren, b och d ar
den naturliga dodligheten och den ”inre” konkurrensen. ¢ och y beskriver konkurrens

mellan de olika rovdjuren. Det vill sdga den "yttre” konkurrensen. Fodan i var uppgift varierar
med tiden men ar begrdnsad varfor foljande resonemang ockséd kommer att gélla.

Villkor for stationér punkt till (3.3) &r att

%—xl —%xz =0
. (3.4)
E—xz —%xl =0

(3.4) ar ett linjart ekvationssystem med tva ekvationer och tvé okénda variabler vilket betyder
att vi kan l6sa ut x; och x; explicit. Detta leder till

ad —c¢

" bd— gy
(3.5)

.= bc—-ay

© bd—gy

Vi sammanfattar nu med vilka stationdra punkter som kan forekomma for (3.3).

(0,0)

Qij
d
De punkter vi far &r §( a Oj
b
ad —cd bc—ay

bd gy " bd - py

j=(51,52)

Ett villkor vi har pa de olika koefficienterna dr att de skall vara s att de stationdra punkterna
kommer att ligga i forsta kvadranten. Vi har inte ett stationdrt tillstdnd dir ett eller bada
djuren dr negativa till antalet. I och med detta krav far vi foljande forhallande pa
koefficienterna:

Fall 1: bd < ¢y med ad < ¢c och bc<ay
Fall 2: bd > ¢y med ad > ¢gc och bc > ay
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Vi studerar fall 1. Samma resonemang kan anvéndas 1 fall 2. For att undersoka beteendet i
dessa punkter kan lineariserar vi kring dessa stationdra punkter.

EA
Ox,
9%,
ox,

9

0x, _ {a —2bx, — ¢, — ¢, }

% —Yx, ¢ —2dx, =y, (0r520)
ox,

(x105%20)

Matrisen lineariseras for respektive stationdr punkt.

_ a
‘0 ‘ - -4y
(0,0): 0 E’O : g
c
L 0 c-y—
"
_ e
(Ogj_ 9y (5.5.): 1 [bge—ad) e~ ad)
d) _p S e R bd -y |w(ay —bc) d(ay —bc)
L d W
Vi tar fram egenvérdena for respektive matris.
(0,0): { 1 =4 Vi har positiva egenvérden. Nollan dr alltsd en instabil punkt.
2 =
c
wsf [
A, =—c
A =-a
(3] a
b 242 =C— lﬂg

Origo ir en instabil stationdr punkt ty vi far positiva egenvirden i denna punkt. Egenvérdena i

punkterna [0,2) och (%,0) ar bada mindre 4n noll i fall 1. Dessa bada punkterna &r alltsd

stabila. Detta innebdr att ett av djuren 6verlever och det andra utrotas.

Den sista punkten dr en sadelpunkt pa grund av att det(w)<0. Se ekvation (3.6)

det(W) = (g —ad)(ay —be)

b v (3.6)

Det ar da extremt osannolikt att dessa tva rovdjur kan existera samtidigt pa grund av att endast
de tva stabila separatriserna nirmar sig den stationédra punkten da t gar mot odndligheten.
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4 MATLABKOD

4.1 Volterra-Lotka

djurl.m
function xprim=djurl(t,x)

a=2;
b=0.035;
c=0.8;
d=0.0015;

xprim=[ a*x(1) - b*x(1)*x(2) ;
-c*x(2) + d*x(1)*x(2) 1;
popul.m

[t.x] = ode45(@djurl, [0 40], [1000; 100]);

figure(1)
plot(t,x)

figure(2)
plot(x(:,2),x(:,1))

4.2 Volterra-Lotka med begransning

djur2.m
function xprim=djur2(t,x)

a=2;
b=0.035;
c=0.8;
d=0.0015;

K1=2000;
K2=500;

xprim=[ a*x(1)*( 1 - x(1)/K1 ) - b*x(1)*x(2) ;
-Cc*x(2)*( 1 - x(2)/K2 ) + d*x(1)*x(2) 1;

popu2.m
[t,x] = ode45(@djur2, [0 40], [1000; 100]);

figure(1)
plot(t,x)

figure(2)
plot(x(:,2),x(:,1))

4.3 Naringskedja

djur3.m
function xprim=djur3(t,x)

a=2;
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b=0.035;
¢c=0.8;
d=0.0015;

e=0.04;
f=0.09;
g=0.0026;

K1=2000;
K2=500;
K3=90;

xprim=[ a*x(1)*( 1 - x(1)/K1 ) - b*x(1)*x(2) ;
-Cc*x(2)*( 1 - x(2)/K2 ) + d*x(1)*x(2) - e*x(2)*x(3) ;
-PX(3)*( 1 - x(3)/K3 ) + g*x(2)*x(3) 1;

popu3.m
[t,x] = ode45(@djur3, [0 40], [1000; 100; 20]);

figure(1)
plot(t,x)

figure(2)
plot(x(:,2),x(:,1))

figure(3)
plot(x(:,3),x(:,1))

figure(4)
plot(x(:,3),x(:,2))

4.4 Konkurrerande rovdjur

djurda.m
function xprim=djur4(t,x)

a=2;
b=0.035;
¢c=0.8;
d=0.0015;

e=0.04;
f=0.09;
g=0.0026;

h=0.7;
i=0.2;

K1=2000;
K2=500;
K3=90;

xprim=[ a*x(1)*( 1 - x(1)/K1 ) - b*x(1)*x(2) - e*x(1)*x(3) ;
-C*X(2)*( 1 - x(2)/K2 ) + d*x(1)*x(2) - h*x(2)*x(3) ;
-PX(3)*( 1 - x(3)/K3 ) + g*x(1)*x(3) - i*x(2)*x(3)];

popu4.m
[t,x] = ode45(@djur4, [0 40], [1000; 100; 20]);

figure(1)
plot(t,x)

figure(2)
plot(x(:,2),x(:,1))

figure(3)
plot(x(:,3),x(:,1))
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figure(4)
plot(x(:,3),x(:,2))

4.5 Monte Carlo direktmetod

VL_stoc.m
X(1,1) = 1000; Y%omdbss
X(1,2) = 100; %ormar

x1 = 1000;
x2 = 100;
a=2;

b = 0.035;
c =0.8;

d = 0.0015;

t = linspace(1,40);
momentantid = O;

for i=2:length(t)
while momentantid < t(i)
rl=rand; r2=rand;

Al = a*x1;
A2 = b*x2*x1;
A3 = c*x2;

A4 = d*x1*x2;
A=Al + A2 + A3 + A4;
tau = (1/A)*log(1/r1);

P1=A1/7A;
P2 =A2/A;
P3=A37A;
P4 =A47A;

ifr2 <=P1
X1 =x1+1;
end

if (r2 >P1) & (r2 <= (P1+P2))
x1 =x1-1;
end

if (r2 > (P1+P2)) & (r2 <= (P1+P2+P3))
X2 =x2-1;

end

if (r2 > (P1+P2+P3))
X2 =x2 + 1;

end

momentantid = momentantid + tau;

end

X(1,1) = x1;
X(1,2) = x2;

end

figure(1)
plot(t,X)

figure(2)
plot(X(:,2),X(:,1))



4.6 Sasongsberoende

djur5.m
function xprim=djur5(t,x,)

test=round(t);
if mod(test,2) == 0

% sommar s

a=4;
b=0.035;
c=0.8;
d=0.0015;
K1=2000;
K2=500;
else
%vinter v
a=0;
b=0.050;
c=0.8;
d=0.0015;
K1=2000;
K2=500;
end

xprim=[ a*x(1)*( 1 - x(1)/K1 ) - b*x(1)*x(2) ;
-c*x(2)*( 1 - x(2)/K2 ) + d*x(1)*x(2) 1;

popu5.m
[t,x] = ode45(@djur5, [0 30], [1000; 100]);

figure(1)
plot(t,x)

figure(2)
plot(x(:,2),x(:,1))

figure(3)
plot(t,x(:,2))

4.7 Tillfallig Stoérning

djuré.m
function xprim=djur6(t,x)

test = round(t);

a=2;
b=0.035;
c=0.8;
d=0.0015;
K1=2000;
K2=500;

if mod(test,50) == 0
x(1) = 2*x(1);
end

popu6.m

xprim=[ a*x(1)*( 1 - x(1)/K1 ) - b*x(1)*x(2) ;
-Cc*x(2)*( 1 - x(2)/K2 ) + d*x(1)*x(2) 1;

[t,x] = ode45(@djur6, [0 90], [1000; 100]);

figure(1)
plot(t,x)
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