
Övningar i Reell analys, vt-07.

Kapitel 1

1. Ange (i den m̊an de existerar) supremum, infimum, största element och
minsta element till följande delmängder av R.

(a) { n
n+1

; n = 1, 2, . . .}
(b) { x

x+1
; x > 0}

(c) {x ∈ Q; x ≤ π}

2. Bestäm sup{an; n = 1, 2, . . .} och inf{an; n = 1, 2, . . .} om

(a) an = n(e1/n − 1)

(b) an = (−1)nn
1+n2

(c) an = (−1)nn
1+n

3. Finn supremum och infimum av följande mängder

(a) {2−p + 3−q + 5−r; p, q, r ∈ Z+}
(b) {x; 3x2 − 10x + 3 < 0}

4. Visa att mängden {x ∈ Q; x2 < 2} inte har n̊agon minsta rationell
majorant, genom att visa att om r vore en s̊adan s̊a skulle r2 = 2. Gör
detta under förutsättning att R inte är konstruerat!

5. I konstruktionen av R definieras α > 0 för α ∈ R som (an) > 0 (för
definition av detta se stencilen), där α = [an]. Visa att definitionen är
oberoende av valet av representant (an) för α.

6. Visa Lemma 4 i föreläsningsanteckningarna.

7. Rudin kap 1: uppgift 1, 5, 8 och 9.

Kapitel 2

1. L̊at f : S → T vara en given funktion. Visa att

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) och f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B)

för alla A, B ⊆ S.
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2. Betrakta funktionen f : [0, 2] → R definierad genom

f(x) =

{
2(1− x) om 0 ≤ x ≤ 1

x om 1 < x ≤ 2

Bestäm följande mängder

f−1({2}), f−1([1,∞)), f−1([0, 1/2]).

3. L̊at f : S → T vara en given funktion. Visa följande tv̊a p̊ast̊aenden.

X ⊆ f−1(f(X)) för alla X ⊆ S

f−1(Y1 ∩ Y2) = f−1(Y1) ∩ f−1(Y2) för Y1, Y2 ⊆ T

4. (a) Betrakta funktionen f : [−1, 1] → [−1, 1] definierad genom

f(x) =

{
x om −1 ≤ x ≤ 1, x rationellt
−x om −1 ≤ x ≤ 1, x irrationellt

Visa att f är en-entydig och bestäm inversen f−1.

(b) Betrakta funktionen f : [0,∞) → R definierad genom

f(x) = n om n− 1 ≤ x < n, n ∈ Z+.

Bestäm f([0, p]) och f−1([0, p]) för varje positivt tal p.

5. L̊at f : S → T vara en given funktion. Visa att följande tre villkor är
ekvivalenta.

(a) f är en-entydig.

(b) f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) för alla A, B ⊆ S.

(c) f−1(f(A)) = A för alla A ⊆ S.

6. Visa att varje oändlig mängd har en uppräknelig delmängd.

7. L̊at S vara en oändlig mängd. Visa att det finns en äkta delmängd T
av S som har samma kardinalitet som S.

8. Ett reellt tal x kallas algebraiskt om det finns heltal a0, . . . , an, ej alla
noll, s̊adana att

a0 + a1x + · · ·+ anx
n = 0.

Visa att mängden av (reella) algebraiska tal är uppräknelig.

Komplexa algebraiska tal definieras analogt, och omfattar först̊as de
reella algebraiska talen. Är de ocks̊a uppräkneliga?

9. Visa att det finns reella tal som inte är algebraiska. S̊adana tal kallas
transcendenta. “Hur m̊anga” transcendenta tal finns det?
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10. L̊at S vara mängden av funktioner f : R → R. Visa att S inte har
samma kardinalitet som R.

11. För en mängd S betecknas mängden av delmängder till S med P(S).
Visa att P(S) inte har samma kardinalitet som S.

Anm. De tv̊a sista uppgifterna är ganska(!) sv̊ara. Om du kör fast,
s̊a ersätt R i 10) med en ändlig mängd, och betrakta enbart ändliga
mängder i 11).

12. L̊at V vara ett vektorrum. En norm p̊a V är en reellvärd funktion ‖v‖
p̊a V som uppfyller följande:

(a) ‖v‖ ≥ 0 för alla v ∈ V .

(b) ‖v‖ = 0 om och endast om v = 0.

(c) ‖av‖ = |a|‖v‖ för alla a ∈ R och v ∈ V .

(d) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ för alla v, w ∈ V .

Visa att
d(v, w) = ‖v − w‖

definierar en metrik p̊a det normerade rummet V .

13. Visa att
d1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|

och
d2(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}

definierar metriker p̊a R2. Hur ser öppna bollar ut i respektive metrik?

14. Betrakta delmängden S i R2 där

S = {(x, y); 0 < x < 1, y ∈ R}

Visa att S är öppen.

15. L̊at M vara ett metriskt rum. Visa att M och ∅ är b̊ade öppna och
slutna.

16. Bestäm alla isolerade punkter i och hopningspunkter till följande del-
mängder av R.

(a) Z
(b) { 1

n
; n = 1, 2, . . .}

(c) Q

17. Bestäm alla hopningspunkter till följande mängder i R.
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(a) {(−1)n; n ∈ Z+}
(b) {(−1)n + 1

n
; n ∈ Z+}

(c) {(−1)n + 1
m

; n, m ∈ Z+}

18. Vilka av följande delmängder av R är slutna? Vilka är öppna? Bestäm
ocks̊a alla hopningspunkter.

(a) (a, b]

(b) Q
(c) {1/n + 1/2n; n = 1, 2, . . .}

19. (a) Visa att i Rn gäller B(a, r) = {x ∈ Rn ; |a − x| ≤ r} för alla
punkter a ∈ Rn och r > 0. Kan man generalisera p̊ast̊aendet till
godtyckliga normerade vektorrum?

(b) Ge exempel p̊a ett metriskt rum där motsvarande inte gäller.

20. L̊at M vara ett metriskt rum, och S en delmängd till M . En punkt
x ∈ M sägs vara en randpunkt till S om varje omgivning till x inneh̊aller
minst en punkt ur vardera S och Sc. Mängden av randpunkter till S
brukar betecknas ∂(S). Visa att

(a) ∂(S) = S ∩ Sc.

(b) S är sluten om och endast om ∂(S) ⊆ S.

21. Betrakta det metriska delrummet M av R2 där

M = {(x, y); x2 + y2 = 1, x 6= 1}.

Sätt
S = {(x, y) ∈ M ; y ≥ 0}.

Visa att int(S) = {(x, y) ∈ M ; y > 0} och att ∂(S) = {(−1, 0)}.

22. Rudin kap 2: uppgift 5, 6, 7, 8, och 9.

23. Visa att F = {(1/n, 2/n); n ∈ Z+} är en öppen övertäckning av inter-
vallet (0, 1). Visa ocks̊a att ingen ändlig delmängd av F täcker (0, 1).

24. Betrakta Q som ett metriskt delrum till R. L̊at E = {p ∈ Q ;
√

2 <
p <

√
3}. Visa att E är sluten och begränsad, men inte kompakt, i Q.

Är E öppen i Q?

25. Betrakta det metriska rummet M = {z ∈ C; 0 < |z| < 1} med
metriken d(z, w) = |z − w|. Sätt

S = {z ∈ M ; |z| ≤ 1/2}.

Visa att S är sluten och begränsad men inte kompakt. Bestäm ocks̊a
det inre int(S), och randen ∂(S).
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26. L̊at K1 och K2 vara tv̊a kompakta mängder i ett metriskt rum. Visa
att K1 ∪K2 är kompakt.

27. Ge exempel p̊a en sluten (äkta) delmängd S av R s̊adan att S har en
uppräknelig öppen övertäckning som inte kan reduceras till en ändlig
delövertäckning.

28. L̊at p vara ett positivt reellt tal. Betrakta familjen

F = {(x− p, x + p); x ∈ R}

Visa att F är en öppen övertäckning av [0, 1] och finn en ändlig delö-
vertäckning.

29. (a) Visa att varje ändlig delmängd av Rn är kompakt.

Gäller detta (dvs att ändliga delmängder är kompakta) i vilket
metriskt rum som helst?

(b) Ge exempel p̊a en uppräknelig och begränsad mängd i Rn som
inte är kompakt.

30. Cantormängden C konstrueras p̊a följande sätt. Starta med intervallet
I0 = [0, 1]. Dela nu I0 i tre lika delar och ta bort det öppna mittersta
intervallet (1/3, 2/3). Vi har nu kvar de tv̊a slutna intervallen [0, 1/3]
och [2/3, 1]. Dela nu vart och ett av dessa tv̊a intervall i tre lika delar
och uteslut de öppna mitt-intervallen. Vi har nu fyra slutna intervall.
Upprepa nu detta förfarande ad infinitum. Den mängd som återst̊ar är
Cantormängden C. Visa att C är kompakt och saknar isolerade punkter.

31. Rudin kap 2: uppgift 10, 12, 13, 14, 15 och ev 29.

Kapitel 3

1. Konstruera en konvergent talföljd {an} s̊adan att S = {an; n ∈ Z+}
saknar hopningspunkter i R.

2. L̊at M vara ett metriskt rum och E ⊆ M . Visa att en punkt p (i M)
ligger i Ē, slutna höljet av E, om och endast om det finns en följd {pn}
i E som konvergerar mot p (i M).

3. L̊at I0 vara intevallet [0, 1]. Dela nu I0 mitt itu och l̊at I1 vara den
vänstra halvan (inklusive ändpunkter). Dela nu I1 mitt itu och l̊at I2

vara den högra halvan (inklusive ändpunkter). Upprepa halverandet
och tag den vänstra halvan varannan g̊ang och den högra halvan varan-
nan g̊ang. Bestäm den punkt som är gemensam för alla de p̊a detta sätt
konstruerade intervallen.
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4. L̊at {pn} vara en följd i ett normerat rum. Visa att {‖pn‖} är konvergent
(i R) om {pn} är konvergent. Gäller omvändningen?

5. Antag att pn → p och qn → q i ett metriskt rum (M, d). Visa att
d(pn, qn) → d(p, q). (Jämför med uppgift 23 i Rudin kap 3.)

6. Visa att Cauchyföljder är begränsade.

7. L̊at E vara ett metriskt delrum till M . Visa att E är sluten i M om E är
fullständigt. Visa att även omvändningen gäller om M är fullständigt.

8. Rudin kap 3: uppgift 16a, 20, 23.

Kapitel 4

1. Visa att

S = {(x1, . . . , xn); 1 < x1 < x2 < . . . < xn} är öppen i Rn

och att

T = {(x1, . . . , xn); 1 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn} är sluten i Rn.

2. L̊at f vara kontinuerlig p̊a [0, 1] och antag att f(x) = 0 för alla rationella
tal x. Visa att f(x) = 0 för alla x ∈ [0, 1].

3. L̊at f : R2 → R vara en kontinuerlig funktion. Sätt

S = {(x, y) ∈ R2; f(x, y) > 0}

och
T = {(x, y) ∈ R2; f(x, y) ≥ 0}.

Ge ett exempel där S = T och ett där S 6= T .

4. L̊at f : X → Y . Visa att f inte är likformigt kontinuerlig p̊a X om
och endast om det finns ε > 0 och följder {pn}, {qn} i X s̊adana att
dX(pn, qn) → 0 men dY (f(pn), f(qn)) ≥ ε.

5. Avgör om följande funktioner är likformigt kontinuerliga.

(a) ln x p̊a [1,∞[

(b) ln x p̊a ]0, 1]

(c)
√

x p̊a [0,∞[

(d) x sin(1/x2) p̊a ]0,∞[
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6. L̊at f : [0, 1] → R vara kontinuerlig och sätt g(x) = max{f(y); 0 ≤
y ≤ x}. Visa att g är kontinuerlig.

7. Rudin kap 4: uppgift 1, 2, 3, 4, 5, 8, 11.

8. L̊at M vara ett metriskt rum och f : M → R. Visa att f är kontinuerlig
p̊a M om och endast om f−1((a,∞)) och f−1((−∞, a)) är öppna i M
för alla reella tal a.

9. L̊at X och Y vara metriska rum, och E en tät delmängd i X. Antag att
f : E → Y är likformigt kontinuerlig och att Y är fullständigt. Visa
att f har en entydig utvidgning till X som är likformigt kontinuerlig p̊a
X. (Jämför med övn 13 i Rudin; utnyttja eventuellt resultatet i Rudins
övn 11.)

10. Använd idén i beviset av Urysohn’s lemma för att konstruera en konti-
nuerlig funktion f : R2 → [0, 1] s̊adan att f(x1, x2) = 0 omm ‖(x1, x2)‖ ≤
1, och f(x1, x2) = 1 omm x1 = 2. Ange funktionen explicit, samt av-
gör om den har partiella derivator i punkten (2, 0).

11. L̊at A och B vara disjunkta icke-tomma slutna delmängder i ett met-
riskt rum M . Visa att det finns en kontinuerlig funktion f : M → [a, b]
s̊adan att A = f−1({a}) och B = f−1({b}), för godtyckliga reella tal a
och b, a < b.

12. Rudin kap 4: uppgift 14.

13. Rudin kap 2: uppgift 19, 20.

14. Visa att ett metriskt rum M är sammanhängande om och endast om
M inte är en union av tv̊a icke-tomma öppna disjunkta mängder.

15. Vi har sett att i varje metriskt rum M gäller att ∅ och M är b̊ade öppna
och slutna. Visa att M är sammanhängande om och endast om ∅ och
M är de enda mängderna som är b̊ade öppna och slutna.

16. En mängd S i Rn sägs vara b̊agvis sammanhängande om det till varje
par av punkter a och b i S finns en kontinuerlig funktion f : [0, 1] → S
s̊adan att

f(0) = a och f(1) = b.

Visa att varje b̊agvis sammanhängande mängd S i Rn är sammanhäng-
ande.

17. Omvändningen till p̊ast̊aendet i föreg̊aende uppgift gäller inte, vilket
t.ex. inses genom att betrakta mängden

S = {(x, y) : 0 < x ≤ 1, y = sin(1/x)} ∪ {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 0, y = 0}

Visa att S är sammanhängande, men inte b̊agvis sammanhängande i
R2. Rita en bild av S och tänk igenom p̊ast̊aendet!
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18. Visa att varje öppen sammanhängande mängd i Rn är b̊agvis samman-
hängande.

Kapitel 7

1. Undersök om följande tv̊a funktionsföljder konvergerar punktvis p̊a
[0, 1]. Är konvergensen likformig?

(a) fn(x) = nx2

1+nx

(b) gn(x) = nx
1+nx2

2. Visa att funktionsföljden fn(x) = n sin(x/n) konvergerar likformigt p̊a
varje kompakt del av R.

3. Undersök följande funktionsföljder med avseende p̊a punktvis och lik-
formig konvergens p̊a S. Undersök ocks̊a om konvergensen är likformig
p̊a varje kompakt del av S.

(a) fn(x, y) = n+x2

n+y2 , S = R2

(b) fn(x) = n
√

x, S = (0,∞)

4. Visa att fn(x) = xn konvergerar punktvis men inte likformigt p̊a [0, 1].
L̊at sedan g vara en godtycklig kontinuerlig funktion p̊a [0, 1] s̊adan att
g(1) = 0. Visa att gn(x) = xng(x) konvergerar likformigt p̊a [0, 1].

5. L̊at c vara ett godtyckligt reellt tal. Sätt

fn(x) = ncx(1− x2)n, x ∈ [0, 1].

Visa först att fn(x) → 0 punktvis p̊a [0, 1]. Undersök sedan för vilka c

(a) fn(x) konvergerar likformigt p̊a [0, 1]

(b) limn→∞
∫ 1

0
fn(x)dx = 0.

6. Rudin kap 7: uppgift 1, 2, 3, 7, 16, 20, 24.

7. L̊at Pn vara en följd av polynom av grad ≤ N och antag att Pn → f
likformigt p̊a [a, b]. Visa att d̊a är f ett polynom av grad ≤ N .

Ledning: konstruera kontinuerliga funktioner hk, för varje k ≤ N , s̊a-
dana att ∫ b

a

hk(x)xjdx = 0 för alla j ≤ N s̊adana att j 6= k

men

∫ b

a

hk(x)xkdx = 1
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och betrakta

lim
n→∞

∫ b

a

hk(x)Pn(x)dx .

Kapitel 9

1. Visa att en funktion f : Rn → Rm är differentierbar i en punkt p om
och endast om alla koordinatfunktionerna är differentierbara i p.

2. L̊at f(0, 0) = (0, 0) och f(x, y) = (x/(1 + y2), y2 ln(x2 + y2)) för öv-
rigt. Visa att f är differentierbar i R2. Approximera f linjärt dels i en
omgivning till punkten (0, 0), dels i en omgivning till punkten (0, 1).

3. L̊at f : Rn → Rn vara definierad av f(0) = v och f(x) = x/|x| för
övrigt. Visa att f är differentierbar överallt, utom i origo (oavsett hur
vi väljer v). Bestäm Jacobimatrisen Df(x) för x 6= 0.

4. L̊at L : Rn → Rn vara en linjär avbildning. Sätt f(x) = x · L(x). Visa
att f är differentierbar och bestäm f ′(x).

5. Rudin kap 9: uppgift 5, 6, 7.

6. L̊at L : Rn → Rn vara en inverterbar linjär avbildning. Gäller d̊a
‖L−1‖ = ‖L‖−1 ?

7. Sätt f(x1, x2) = (x2
1 + x2

2, x
2
1 − x2

2). Visa att f har en lokal invers g i en
omgivning av varje punkt p̊a linjen x1 = 1 utom i (1, 0). Bestäm Dg(b)
om b = f(1, a) , a 6= 0.

8. L̊at f(x, y) = (ex cos y, ex sin y).

(a) Visa att f är lokalt inverterbar kring varje punkt i R2, men att f
inte är injektiv (och därmed saknar global invers).

(b) Bestäm den lokala inversen till f i en omgivning av (0, 0).

9. Visa att ekvationen 2x3+x2y+2xy2+3y3 = 0 i en omgivning av (1,−1)
definierar en funktion y = g(x), som är deriverbar i en omgivning till
x = 1. Bestäm g′(1).

10. Betrakta ekvationssystemet{
x3

1 − 2x2x3 + x2
4 = 2

x3
2 − 2x1x4 − x3

3 = −1

i en omgivning av x0 = (1, 0,−1, 1). Visa att det finns en entydigt
bestämd kontinuerligt differentierbar lösning

(x1, x2) = g(x3, x4)

9



och bestäm Dg(−1, 1). Visa ocks̊a att det finns en entydigt bestämd
kontinuerligt differentierbar lösning

(x3, x4) = h(x1, x2)

i en omgivning av x0.

11. Betrakta kurvan C = {(x, y) ; (x2 + y2 − 3x)2 = x2 + y2}.

(a) Visa att C har en lodrät tangent i punkten (4, 0).

(b) I vilka punkter (a, b) ∈ C, a ≥ 0, är C lokalt graf till en funktion
y = g(x) ?

12. Rudin kap 9: uppgift 16, 23
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