MAN140, Lésningar till tentamen 21/12 2005

(a) Maclaurin-utveckling ger:

253
sinz = x — a7 +2°By(2),
2 3
In(l+z)=xz— % + % + 2By (x),
22
cosz =1-— or + 21 Bs(x),

dér funktionerna By, Bg, Bj &r begridnsade i en omgivning av 0. Harav foljer

sing —In(l1+2z) - %3 +2°By(z) — o + % - % — 24 By (z)
1 —cosz 2 14 Bs(x)

Med By(z) = xBi(x) — Ba(x) kan detta skrivas

%2 — % + a:4B4(37) B % 5+ x2B4(w)

T-aw'By(x) 3 a?Bs(w) ’
(b) Radreducera:
1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0 -1
A=10 1 -1 2(~Jj0 1 -1 2|(~1]0 1 -1 2
-2 1 1 0 0o -1 1 =2 0 0 0 O

Eftersom vi har tva pivotpositioner, &r rangen for A tva.

(c) Integrerande faktor dr e® sa losningen till differentialekvationen &r
y(x) = e_x(/lo()ex daz) +Ce ™ =e *(100e”) + Ce™* =100 + Ce™ 7,
dér C' ar en konstant. Genom att anvéinda begynnelsevillkoret finner vi att

50 = y(0) = 100 + Ce® = 100 + C sa C = —50

och l6sningen &r

y(x) =100 — 50e™".

(d) Vektorerna vy = (1,—1,2), vo = (2,0, —1) och v3 = (1,5,2) &r parvis ortogonala.
Om u = (3,4,5) = ;v + cava + c3vs, ar

u-v1_3—4+10_9 3

CTE T T+1+4 6 2
c :11'V2 :6+0*5:1

T val? 44041 5

o Wvs_3+20+10 33 11

T lvs2 T 1+25+4 30 10



2. (a) Falskt. Matrisen A ar symmetrisk, och symmetriska matriser har bara reella egen-
varden.

(b) Sant. En funktion som uppfyller kraven &r t.ex. f given genom f(x) = %\/5
(c) Falskt. Enligt t.ex. Cauchy’s integralkriterium (Sats 2, sid 343) dr, med f(x) = H%

serien » o, H% = > 1o, f(k) konvergent om och endast om den generaliserade
integralen [ f(z)dx #r konvergent. Da

> 1 X1 ™
/ f(z)dx = / 5 = lim 5 dr = lim arctan X —arctanl = —,
1 1 1+=x X—o0 Jq 1+=x X—o00 4
ar serien konvergent.
(d) Sant.
2 2 =2] |0 0 2 2 =2| 12 2
2 5 —4| (1| =|1], 2 5 —4] |0 = (0|,
-2 -4 5] |1 1 -2 -4 5] |1 1

s& bada vektorerna &dr egenvektorer horande till egenvirdet 1.

(e) Sant. Eftersom m—i}em < e% for x > 0 ar

/ dasg/ dx:/ e r=1-—¢7%,
1 T+ e* 1 e® 1

for alla X > 1 sa

S | X
/ dr = lim dr < lim 1-— e X =1.
1 x+er X—oo J1 X+ €T X—00

(f) Sant. For en godtycklig matris dr nollrummet ortogonalt mot radrummet, men for
en symmetrisk matris dr radrummet lika med kolonnrummet.

3. Forst bestdmmer vi skdrningspunkterna mellan de bada kurvorna. Enklast sker det vil
i det hér fallet genom att 16sa ut de y-virden som ger samma x-vérden: parabeln kan
skrivas som = = 2—42 och linjen som x = 2y+2. Detta ger ekvationen 2 —y? = 2y+2 <
P +2y =0 y(y+2) =0« y=0eller y = —2. Fran t.ex. linjens ekvation finner vi
att y = 0 ger x = 2 och y = —2 ger x = —2. Det &r lampligt att gora en enkel skiss
over kurvorna, se Figur 1 nedan. Fran denna och de just funna skirningspunkterna &r
det klart att den sokta arean A ar

2 x 2z
A:/2(2—1—(—\/2—x))d:1;:/ (5—1+\/2—x)da:.

-2

Da [?,(% —1)de = [% —]>, = —4 och
2 0, 4 +5 4

/ V2 — xdr = | gor substitutionen 2—x = t| = / t2(—1)dt = / trdt = | 5| =+
) 4 0 2

s o4 16 _ 4
farv1A——4—|—§—§.



1 3
31

/\1:4.A—/\1]:[

4.A:[ =(1-XN?-9=0ger A\=1+3.

},det(A—A[):’l_)\ 3 ‘

3 1—-A

_3 _g] ger ekvationen x; = x9 och egenvektorn vy = [ﬂ .

1
3 3} ger ekvationen x1 = —x2 och egenvektorn voy = [ ]

)\QZ—Q.A—)\QIZ[S 3 -1

Med P = [vy vo] = E _ﬂ och D = [g _2] blir P~'AP = D.

5. En primitiv funktion till g(z ) ar G( ) = In(1 + %) sa integrerande faktor &r

eC@) =1 4 22 och e CGl@) =

x2

1+x

y(x)z@(/e‘r(l—i-x) >+Cl—l— 5-

For att berikna [ e®z? dz integrerar vi partiellt tva ganger och far
[e®z? dx = (2 — 22+ 2)e®. D4 [e®dx = e® ir

1 9 1 (22 =22+ 3)e* + C
——(z* =22 +3)e" +C = .
1+:c2(x T+ 3)e’ + 1+ 22 1+ 22

y(r) =

6. a) A= [vy va], Col A = Span{vy, va}. Ortogonalisera:

0
1
U1=V1— _2 9
1
3 0 3
W — v _v2~u1u . -2 _0—2—8+4 1 . -1
2T w2t | 4] 0+144+1 -2 | 2
4 1 5

{ui1, ua} &r en ortogonalbas for Col A.

b) Den punkt i Col A som ligger nirmast y =[1 —2 —1 2|7

0 3 1
y = proj =y Wy +y'U2u_g L +E e
1 ) 2

7. Lat y(t) vara kaffets temperatur vid tiden ¢ (minuter) efter det fyllts pa i koppen. Enligt
Newtons avsvalningslag dr y/(t) = k(y(t) — 21) dér k &r en proportionalitetskonstant.
Vidare vet vi att y(0) = 82 och y(2) = 73. Det &r klart att y(¢) > 21 sa vi kan dividera
med y(t) — 21 och far




Detta &r en separabel differentialekvation med den allménna 16sningen
In|y(t) —21| =kt +C

déir C &r en konstant. D& y(t) > 21 kan vi skriva y(t) = 21 + ¥+ = 21 4+ C1ekt| med
Cy = €. Villkoret y(0) = 82 ger

82 =y(0) =21+ C1eF0 =21+ Cy = € = 82— 21 = 61.
Vi har dérfor y(t) = 21 + 61e** och villkoret y(2) = 73 ger

73 = y(2) = 21 + 61e%* = 612k = 73 — 21 = 52 = 2k = ln%,

dvs. k= %ln 2—% =1In,/ 2—%. Temperaturen vid en godtyckligt vald tidpunkt ¢ &dr dérfor

n(,/2 N
y(t) = 21 + 61¢' (\/GT)t:21+61-( %)

Om T &r antalet minuter efter pafyllningen tills kaffet har temperaturen 48 grader far

vi t.ex. pa samma sitt som ovan att 48 = y(T') = 21 + 61kt = T = %, vilket ger

In27—In61  In61—In27
I(In52 —n61) “In6l—In51

T = 9.10.

0.3 0.1

Ty _
. Med x,, = [ } och A = [0.7 0.9

n

och egenvektorer till A.

} har vi ekvationen x,,11 = AX,. Bestim egenvirden

0.3—-X 0.1

det(A — L) = ‘ 0.7 09—\

‘ =(03=X)(09-X)—007=X—-12\+02=0

ger A = 0.6 ++/0.36 — 0.2 = 0.6 £ 0.4. Egenvéirdena &r A\; = 1 och Ay = 0.2.

[—0.7 0.1 ) 1
A—\I = o7 —0-1} ger ekvationen 7x1 = x9 och egenvektorn v = [7} .

[0.1 0.1 . 1
A— )Xol = 0.7 0‘7} ger ekvationen 9 = —x1 och egenvektorn v = [_1].

Allménna 16sningen ar x, = c1A\[vi + c2Ajva. Begynnelsevillkoret ger ¢1vy + cave =

“ m e —ﬂ - [16000] med 16sning ¢ = 20, ¢z = 80. Alltsé &r

1

X, = 20 [7

}+80-0.2” [_

1} T, =204 80-0.2"
1’ yn = 140 — 80 - 0.2"

sa att x, — 20 och y,, — 140 da n — oco.



-2 1 0 1

Figur 1: Kurvorna i uppgift 3.



