MMGF11, Kortfattade 16sningar till tentamen 18/12 2009

(a) Maclaurin-utveckling ger

3 3 2

sinx =z — % +2°By(z), arctanz =z — % +25By(z), cosz =1— % + 2 B3

dér funktionerna By, Be, Bs dr begrinsade i en omgivning av 0. Hirav foljer

x —sinx %3 — 2°By(z)

arctanz —xcosr  (z — % + 25By(z)) — (z — %3 + 25Bsz)

z3 _ .5 1 _ 2R
s — B = 5 — " Bi) —1, dax—0.

4 =% +a%(Ba(a) — By(w) g +2*(Ba(z) — Bs(a))
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(b) Vi har
s [1 10
A_[zso}
sa
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sé ekvationssystemet A7 Ax = A”b blir, med x = [ il ]
2

alln]=1s]

Systemets utvidgade matris ar
2.5 9 (259 (135 |1 3 5| |102
5 13 23 1 35 2 59 0 -1 -1 0 11

sa minstakvadratlosningen ges av x1 = 2, 29 = 1.

2x

(c) Integrerande faktor &r e* sa losningen till differentialekvationen dr

2x
y(z) =e <5/€2x.%' dx + C) = 62””(5% +0C) = g + Ce 22,

dar C ar en konstant.

(d) Egenvirdena &r losningarna till den karaktéristiska ekvationen
det(A—)\I):'g_)‘ 5

-1 ‘:(3—>\)(1—)\)—35:>\2—4)\—32:0.

Denna ekvation har I6sningarna A1 = 8 och A9 = —4 sa egenvirdena dr 8 och —4.



(a)

Sant. Lat \ vara ett egenviirde till A. D& #r Ax = Ax med x # 0. Eftersom A? = A
ar

Ax = Ax = A%x = A(Ax) = A(\x) = Mx = \’x,

dvs. Ax = A2x, s& (A — A?)x. D4 x # 0 maste A\(1 — \) = 0, vilket medfiir A = 0
eller A = 1.

Falskt. Lat t.ex. fi(z) = § for 0 < o < 2 och fo(x) = 22 for 0 < 2 < a, dér
0 <a < 1. Arean A; av omradet som begréinsas av kurvan y = fj(z), r—axeln och
linjen x = 1 &r 1 medan rotationsvolymen Vi, da detta omrade roterar ett varv
kring z—axeln dr V) =7 fOQ[ fi(z)]? dz = Z. Arean Ay av omradet som begréinsas
av kurvan y = fo(z), z—axeln och linjen x = a ér a® medan rotationsvolymen V5,
da detta omrade roterar ett varv kring x—axeln ar Vo = 7 f02 [fo(x))? dz = #.
Eftersom 0 < a < 1 ar Ay < A1 medan

3

‘/2 47%0,
—= = =203 >1

2
Vi 3

for a > 21%

Sant. Vi har det((A — M)T) = det(A — X\I) (Sats 3 i avsnitt 5.3 i Lay) och (A —
MNT = AT — (AT = AT — M (féljer direkt av definitionen av transponat) sa
det(AT — \I) = det(A — \I), vilket visar att A7 och A har samma egenviirden.

Sant. For 0 <z <2#rl=v/1<vV14+23<V1+22=v9=3s4a

2—(2—0)S/Q\/1+x3dx§3(2—0)—6.
0

Falskt. Lat t.ex. U vara xz—axeln och V vara y—axeln i R3. D& &r U och V tva
ortogonala underrum av R3. Ortogonala komplementet UL av U &r yz—planet
och ortogonala komplementet V- av V ér zz—planet. Eftersom alla punkter utom
origo pa z—axeln ligger i bade U+ och V1 och #r nollskilda, kan U+ och V1 inte
vara ortogonala.

Falskt. Lat t.ex. f vara funktionen som &r 0 utom pa intervallen [k — ﬁ, k+ ﬁ]
kring de positiva heltalen k, viixer linjart fran 0 till 1 6ver intervallet [k — ﬁ, k]

och avtar linjért fran 1 till 0 6ver intervallet [k, k + ﬁ] Da ar for varje positivt

heltal n

=arean mellan funktionskurvan y = f(z) och x — axeln for 0 <z <n+ — =
n

n

1 1 11 18
25 T g I,

k=1
o0 o0 1
/ g(z)dx = / — dx
1 1 T

ar konvergent, dr serien konvergent och didrmed &ven floo f(x) dz. Men funktionen
f saknar naturligtvis gréinsvérde, da x — oo.

dir g(z) = . Da



3. Den sokta volymen &r

V:W/2(m)2dx:W/2 sinxdxzw[—cosz]§ =T.
0

0

4. En vektor x ligger i det ortogonala komplementet till Span{u;, ug,us} precis da x L uy,
X 1L us, x L uz. Med
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3
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up = och wug=
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ar detta ekvivalent med att ekvationerna

201+ 3x4 =0, b5x9+2x34+6x4=0, x1+4x0+4+23+929=0

ar uppfyllda. Genom att 16sa detta system av ekvationer finner vi, med x4 fri att

3 9
T = —§x4, To = —3r4, x3= 5:64.
Detta ger
[—3
) o |0
2 9
| 2
sa en bas ges t.ex. av
—3]
—6
9
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Det &r klart att funktionen som &r konstant 0 dr en losning till differentialekvationen,
men uppfyller inte begynnelsevirdet. Vi soker en 16sning y pa ett intervall kring 0, som

inte &r 0. For sadana y &r ekvationen ekvivalent med

/
Y 2
= = —3z".
Y2
Detta ar en separabel ekvation. Genom att bestdmma primitiva funktioner till bada led
finner vi 5
1 T 1
= 3" 4+ (0= -2+ C s3 - .
(@) 3 + x4+ C sa y(x) s
Da y(0) = 1 blir C' = —1 och den stkta l6sningen y(z) = xglﬂ.
6. Genom utveckling langs forsta raden finner vi
1—A 0 0
1—A 2 0 2 0 1—-2X
A O I S I I I LR

0 2 1-X



I=NA=N)2=4=1-N1=A+2)1=X=2)=(1-X)(B =) (-1-2N),

sa egenviardena dr Ay = 1, Ay = 3 och A3 = —1. Egenvektor som svarar mot egenvirdet
A1 = 1 far vi ur ekvationssystemet

000 1 0 T 1 1
0 0 2 xo | = | 0 |, vilket ger x= | xo | = O[=z1] 0
02 0 T3 0 T3 0 0
Vi viljer
1
V] = 0
0

Egenvektorer som svarar mot de andra egenvirdena bestdms pa samma sétt, vilket ger

0 0
vo=| 1| ochvy=| —1
1 1
Med
10 0 10 0
P=[v; vo v3=|0 1 -1 | ochD=]0 3 0
0 1 1 0 0 —1
blir P~1AP = D.
. Vi har med
5 1 7 1
|16 2 |1 L -1
VvV = 6l° V] = . , Vo = 5 oC V3 = _1
-5 1 1 -1

att vi-vo =0, wvi-v3=0, vy-vg=0savektorerna vy, vo, vy bildar en ortogonalbas
for V.= Span{vi,va,v3}.Den punkt i V som ligger ndrmast v dr projektionen av v pa
V, och da vy, vo, vg bildar en ortogonalbas for V ges den av

. V-V V- Vo V- Vg 20 76 12
v = Vi + Vo + V3 = —V]+ —Vg — —V3 = 2V + vy — 3V3,
ViV Vo - Vo V3 - V3 10 76 4
vilket ger
6 1
. 8 . -8
V=, ochv —v= 9
6 11

samt ||V — v|| = /12 + (=8)2 + (—2)2 + 112 = /T + 64 + 4 + 121 = /190.

. Vi bestdmmer forst den allménna losningen till den homogena ekvatiionen y” — Ty’ +
10y = 0. Karaktéristiska ekvationen &r 72 — 7r + 10 = 0 med l6sningarna r; = 5 och
rg = 2. Den allménna lsningen y;, till den homogena ekvationen &r darfor y,(z) =
Ae®® + Be?* dir A, B ar godtyckligt valda konstanter.Vi soker nu en partikulirlosning



till den inhomogena ekvationenoch gor anséttningen y,(z) = asinz + bcosz vilket
medfor y,(z) = acosz — bsinx och y;(x) = —asinx — bcosx. Insdttning i ekvationen
ger

—asinz —bcosz — T(acosx — bsinz) 4+ 10(asinz + bcosx) = sin x.

Efter forenkling blir detta
(9a + 7b) sinx + (9b — Ta) cos x = sin z,

som ger ekvationerna 9a+7b = 1,9b—7a = 0,med 16sning a = 1%0 ochb= %. Allménna
16sningen till den givna ekvatiionen &r darfor

1
y(z) = Ae® + Be** + ﬁ(f) sinx + 7cosx).



