MMGF10, Lésningar till tentamen 15/1 2008

Genom att forlinga med konjugatkvantiteten far vi

VA2 + bt — 20 = (V422 + bx — 22) (V422 + 5z + 22)  4a® + bx — 4a?

VAz? + bz + 22  V4x? £ 5r 42
5% 5
—
|z|\/4+5/22 +22x 4

da z — oo.

En normal till linjen 2z 4+ 3y = 2 &r n = (2, 3) sa den sokta linjen har ekvationen
(z,y) =(2,1) +tn=(2,1) + ¢(2,3), dvs. z = 2+ 2t, y = 1 + 3t. Vill vi istéllet ha
ekvationen pa formen ax 4 by = ¢, elliminerar vi ¢ och far 3z — 2y = 4.

Enligt kedjeregeln &r

Dln1—x2: 1 .D(l—:cZ):1+x2.—2x(1+x2)—(1—x2)'2x:_ 4z
1+ 22 i;iz 1+ 22 1— a2 (14 22)2 11—

Genom att radreducera den utvidgade matrisen for systemet finner vi
1 h 3 1 h 3
-2 2 3 0 2+2h 9
vilket visar att systemet saknar l6sning om och endast om 2+2h =0, dvs h = —1.

Falskt. Vi har

z—1 1 2x-1)+4(*+3) z*+22+1  (z+1)?

g = = >0
22 +3 ty 2(z2 +3) 2(z2 +3) 2(x2+3) —
for alla x.
Sant. u = (1,2,4) ochv=(2,1,-1) = u-v=2+2-4=0.
Sant. Om t.ex. f(z) =z~ /2 ar f'(z) = —%$_3/2 < 0 for alla = > 0,
lim f(r) = lim —= =0, lim of(z) = lim vz =
S 1) = Jim =0, Jim ] (@) = Jim VE =0
Sant. Som bekant ar T ett-till-ett & Ax = 0 = x = 0. Med t.ex.
1 0 . 1 0 . T 0
A=10 1 ,x—[xl],harviAx— 0 1 L}}— T = |0
a b 2 a b 2 ari + bxs 0

= x1 =0, o =0, ar1 + bxe = 0 oavsett vad a och b ar.

Falskt. Enligt definitionen av arctan ér arctant den vinkel v med —7/2 < v < 7/2
for vilken tanv = ¢. Speciellt dr |arctant| < 7/2 < 1.58 for alla ¢, medan tanz >
V3> 1.73 for T/3 < x < /2.



(f) Falskt. Vektorerna ligger inte ens i R3.

3. Vektorn b &r en linjirkombination av vektorerna ui, us, ug < det finns x1, x2, x3 sa
att z1u; +xous+x3u3 = b. Med A = [u; us uz] och x = |27 29 23]7 #r detta ekvivalent
med att ekvationen Ax = 0 &r l6sbar. Det utvidgade matrisen for detta system &r

1 0 2 3 1 0 2 3 10 2 3
-2 5 0 4({~|(0 5 4 10| ~|0 5 4 10|,
2 5 8 5 0 5 4 -1 0 0 0 —-11

vilket visar att systemet inte &r losbart.

4. Vi foljer arbetsgangen i Persson-Boiers, och startar med att berdkna derivatan. Vi finner
med f(z) =22 att D; =0, +oo[ och

f,(x):Dmi:%-x—lnx-lz l—ln:L“

x x2 x2

Berdkning av derivatans nollstillen: Eftersom In &r stringt vixande och Ine = 1, ar
f(x) =0« xz=-eoch f/(x) >0 for 0 < x < eoch f(x) <0 for z > e, vilket visar
att f ar stringt vixande for 0 < x < e och strangt avtagande for x > e. Tecken- och
virdetabell: T detta enkla fall &r innehallet i en sadan tabell redan klart fran raderna
ovan. Berdkning av lémpliga grdnsvdrden

Inz Inz

A flw) = lim == =—co,  lim f(z)= lim == =0.

Skiss av funktionskurvan: Se Figur 1 i slutet av dokumentet.

5. En normalvektor till planet & n = (1,—5,1), och P = (0,0,1) &r en punkt i planet.
Avstandet mellan punkten @ = (1,0,4) och planet &r lingden av projektionen u av
vektorn PQQ = Q@ — P = (1,0,4) — (0,0,1) = (1,0, 3) pa n. Vi har

—

PQ -n 4
u= n=-—n
n-n 27
sa avstandet ar |%n| = %|n| = %\/27 = \/%.

6. Vihar 22 — 20 +2 = (x —1)2+1, s4

x — 1 =1t
T T t+1
[orsrsto= [ ompqdo=| o =t + 1|= [ a-
2 —_1)2 2
x?+2x+2 (x—1)2+1 de — dt t2+1
1/ 2t dt+/ L oa-1 (t*++1)+arctan t+C L) ((z—1)*+1)+arctan(z—1)+C
- e e = —1n arctan = —1In({(r— arctan(x— .
2/ 241 241 2 2

7. Vi radreducerar den utvidgade koefficientmatrisen.

1 2 =2 -5 0 12 -2 -5 0 12 -2 -5 0
2 4 -2 -3-k 0| ~1|00 2 7—-k Of~|0O0 0 k-3 0]~
-1 -2 1 k 0 00 -1 k-5 0 00 -1 E-=5 0



1 2 -2 -5 0

00 -1 k=50

00 0 £-3 0
Sista ekvationen &r (k — 3)zy = 0, sa om k # 3 foljer x4 = 0. Andra ekvationen
dar —zs + (k — 5)xy = 0, vilket da x4 = 0 medfor att x3 = 0. Forsta ekvationen &r
r1 + 19 — 223 — bry = 0, vilket ger x1 + 229 = 0, dvs. 1 = —2x3, da ju x3 = x4 = 0.

For k # 3 har systemet saledes l6sningen

I —2.%2 —2
X — T2 . T2 — 1
Tz | 0 |0
T4 0 0
Om k = 3 ar x4 fri och andra ekvationen dr —z3 + 2x4 = 0, sa x3 = —x4. Vidare kan

o viljas som fri, och fran forsta ekvationen foljer 1 = 2x3 + bxy — 229 = 14 — 222 84

€1 —2x9 + T4 —2 1

x — T2 _ T2 — 1 g 0
Tz T —92, =72 | 4|
T4 T4 0 1

. Lat x vara avstandet fran C till D sa att 10 — x &r avstandet fran D till B. Om vi
soker ldgsta kostnad, maste givetvis D ligga mellan C' och B, sa att 0 < z < 10. (Rita
en figur, om Du kénner Dig osiiker pa hur det ser ut). Kostnaden att dra rorledningen
forst i havet fran A till D och sedan pa land fran D till B blir da

K(z) = V42 + 2250 - 10% + (10 — z) - 40 - 10° = 10*[5(16 + 22)/% 4+ 4(10 — 2)].

Héarav foljer

1 ox
K'(x) =10*5- (16 + %)Y/ . 20 — 4] = 10* [ — 4] =0« br =416 + 22.
2 V16 + 2
2 __ 256

Genom att kvadrera bada led, far vi efter lite forenkling ekvationen z* = =5> med l6sning
T = :l:%, dér ju endast den positiva roten dr relevant. Funktionen K &r kontinuerlig
pa det slutna begriansade intervallet [0, 10] och har dérfor ett minsta virde. Den punkt
som ger minsta virdet finns att soka bland intervallets &ndpunkter och punkter dér
derivatan &r 0, dvs. bland talen 0, 16/3 och 10. Vi har

K(0) = 10*[5 - v/16 + 4 - 10] = 10*(20 + 40) = 60 - 10%,

K(16/3) = 105 - /16 + (16/3)2 +4 - (10 — 16/3)] = 104$ =52-10%,

K(10) = 10*[5 - v/16 + 100] = 10* - 5 - v/116 ~ 53.85.

Minsta virde far man da x = 16/3 sa vi skall alltsa placera D pa avstandet 10 —16/3 =
14/3 fran B.
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Figur 1: Kurvan i uppgift 4.
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