MMGF10, Losningar till tentamen 2/11 2007

(a) Genom att forlinga med téljarens konjugatkvantitet far vi

2—Vd—-z (2-V4d-2)2+Vd—-x) 4-(4—-2) 1 Hl
x a r(2+V4—1x) 2+ VA—x) 2+VAd—x 4
da x — 0.

(b) Med hjélp av kedjeregeln finner vi att

D(1 4 42?) = — ¢
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(¢) En vektor som &r vinkelrit mot vektorerna u = (1,2,3) och v = (—2,0, 3)ér
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uxv=|[1 2 3|/=(6-0,—(3+6),0+4)=(6,-9,—4).
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Dess lingd dr /62 + (—9)2 + 42 = v/133. Enhetsvektorerna vinkelréita mot u och

" e (e 1
v ar déarfor i\/Tg_g(G’ —9,4).

(d) Omu=(-1,-1,3)—(0,1,1) = (=1, -2,2) och v = (4,0,1) — (0,1,1) = (4,—1,0)
sa dr den sokta arean hélften av |u x v|. Vi har

(s3] €y €3
uxv=|[-1 -2 2|=0+2—-(0-8),1+8)=(2,8,9).
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Sa |u x v| = V22 + 82 + 9% = /149 och arean #ir Y322

(a) Falskt. Om grad(p(z)) = n ir grad(p’(z)) = n — 1, s om (p'(z))? = p(x) &r
2(n —1) = n, dvs 2n — 2 = n, sa n = 2. Darfor ar p(z) = ax? + bx + ¢, vilket
ger p'(x) = 2ax + b och (p/(2))? = (2ax + b)? = 4a®x? + 4abx + b*.Dirfor maste
4a® = a, 4ab = b, b> = c. Forsta ekvationen ir ekvivalent med att a = 0 eller
a= %. For den senare 16sningen blir andra ekvationen b = b, som ju &r uppfyllt for
alla b. Forutom polynomet vars alla koefficienter &r 0, uppfyller ocksa polynomet

p(x) = %xz + bz + b2, dér b #r godtyckligt valt kravet.
(b) Sant. For

1. |1-1/V2 1, V2 -1
——In|l———=|=—=1In
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vilket leder till att
1, [(V2-1D(2+1) 1 ‘ 21 1 )
—=1 = ——In|l———|=-In(vV2+ 1)  =In(v2+1).
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(c) Sant. Enligt definitionen av arccos &r arccos(cosz) den vinkel v med 0 < v < 7 for
vilken cosv = cosx, vilket &r ekvivalent med att v = +x + 2k7w, dvs v = x© + 2kn
eller v = —x + 2kw déar k dr ett heltal. Da 0 < v < w och m# < 2 < 27, kan
inte v = = 4 2kw for nagot heltal k, medan v = —x 4+ 27 uppfyller kravet, sa
arccos(cosx) =21 —zr dam < x < 27.

(d) Falskt. For ortogonala projektionen v, av v pa u giller

. 1,2,2)-(5,1,1
Vy = u-v — (7 ) ) (7 ) )04272):
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(1,2,2) = (1,2,2).

(e) Falskt. En eventuell skidrningspunkt maste ligga pa bada linjerna sa det maste da
finnas s och ¢ sa att (0+s,1—s,14+2s) = (—1—1¢,2—t, 1), vilket ger ekvationerna
s=—-1—t,1—s=2—t,0och 1+ 2s=1. Den sista av dessa ekvationer ger s = 0,
som insatt i forsta ekvationen get ¢t = —1. Andra ekvationen blirda 1 =2+1 =3,
sa ekvationssystemet saknar 16sning, vilket betyder att linjerna inte skér varandra.

(f) Standardmatrisen for vridning vinkeln 6 &r ju

cos —sinf
sinf cosf
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3. Bilda matrisen A med uy, us och ug som kolonnvektor och radreducera:

vilket for 6 = 5 ger

1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4
A 2 1 5 (0 =3 =3 |01 1} 10 11
3 1 7 0 -5 -5 011 0 00
4 -7 1 0 —-15 -15 011 0 00

Ekvationen Ax = 0 har icke-triviala l6sningar, da ju x3 &r en fri variabel, sa kolonnerna
i A ar linjirt beroende.

4. Genom att integrera partiellt tva ganger finner vi att
/wQex dr = z%e® — /21‘6”” dr = z%e® — 2(ze® — /1 xdr) = (2 — 2z + 2)e” + C.

5. Om uy = (2,7,—3) och ug = (—1,4, —1)sa &r
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up xug=1|2 7 =3=(-7+12,—(-2-3),847)=(5,5,15) =5(1,1,3)
-1 4 -1
sa n = (1,1,3) &r en normalvektor till planet. Lat Py = (2,—3,2) och P = (0,—1,1) sa
att v= PP =P— P = (0,—-1,1) — (2,-3,2) = (—2,2,—1). Det sokta avstandet &r
dérfor langden av projektionen vy, av v pa n. Vi har
v-n (—=2,2,-1)-(1,1,3)
= n—
n-n (1,1,3) - (1,1,3)
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1,1,3) = —(1,1,3
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6. Vi foljer arbetsgangen i Persson-Boiers, och startar med att berdkna derivatan. Vi finner

2e77 (22 —

fl@) = =(=Da7 + @ —aThe T (-1) = -5

Berdkning av derivatans nollstdllen:

1 1 1 1 1 9 1 3
= =ty fc=cdy /=222
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Ena roten ar darfor 1, och den andra &r —%. Tecken- och vdrdetabell: Da e™* > 0 for
alla x, behover vi ite ta med denna faktor i teckenschemat.
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Berdkning av ldmpliga grinsvdrden
1 —2t—1 26+ 1
lim f(z)= lim (2— —)e * = lim ¢! = lim i el = oo,
T——00 T——00 x t—o0 —t t—oo t
. . 1, _, . 2x—1
2 o) = Jog = p)em = g e =0
1
li = lim (2— —)e * =
A f@) = lim (2= )™ = oo,
lim f(r) = lim (2 )
im f(z)= lim (2— —)e ¥ = —c.
x—07F z—0t x
Skiss av funktionskurvan: Se Figur 1 i slutet av dokumentet.
7. Vi radreducerar den utvidgade koefficientmatrisen.
11 1 0 11 1 0 11 1 0
12 kE O|~|[01 k=1 0f|~]0 1 k=1 0
1 4 2k 0 0 3 2k—-1 0 00 2—-%k 0
Sista ekvationen dr (2 — k)xs = 0, sa om k # 2 foljer x3 = 0. Andra ekvationen

ar o + (k — 1)zz = 0, vilket da z3 = 0 medfor att 9 = 0. Forsta ekvationen &r
1 + 22 + x3 = 0, vilket ger 1 = 0, da ju xo = x3 = 0. For k # 2 har systemet saledes
enbart den triviala 16sningen. Om k = 2 ger sista ekvationen att 0 = 0 och x5 &r fri.
Andra ekvationen ar xo + x3 = 0, s& x9 = —x3. Da o + x3 = 0, ger forsta ekvationen
x1 = 0. Losningen blir dirfor i detta fall (z1, za, x3) = (0, —x3, 23).

8. En godtyckligt vald punkt P pa kurvan kan skrivas som P = (z,e”). Linjen kan skrivas
pa parameterform som (z,y) = t(1,2), sa u = (1, 2) &r en riktningsvektor och O = (0, 0)

ligger pa linjen. Med v = OP, far man genast avstandet fran P till linjen som |v=*|, dér
vi=v—vy Viharv=0P=P—0 = (z,e%) — (0,0) = (z,e%), sa



u-v (z,e”)-(1,2) x + 2e” x4 2e® 2(xz + 2e%)
= u= sy (1,2) = ———(1,2) = ( , ).
u-u 1442 5 5

sa ) N
vt = B
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Vi vill alltsa bestimma x sa att |e® — 2z| blir sa litet som mojligt. Lat f(x) = e* — 2z.
Da dr f'(zr) = e* —2 =0 < 2 = In2 och da e” &r stringt vixande, dr f'(z) < 0
for < In2 och f'(x) > 0 for z > In2. Sa f har minsta virdet for x = In2 och
f(In2) = €2 -2In2 =2-2In2 ~ 0.613706 > 0. D& minsta virdet av f &r positivt, &r
f(x) = e* — 2z = |e* — 2z|. Kortatste avstandet far man dérfor for 2 = In2 ~ 0.693147.

(2,-1) =

20|r
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Figur 1: Kurvan i uppgift 6.



