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MMGPF11, Kortfattade 6sningar till tentamen 21/10 2010

Latu = Pl_PQ = P2 - P1 = (0, —1, —2) och v = Pl_Pg = P3 - P1 = (1, —1, —3).
En normal till planet ar
€ € e€3

n=uxv=|0 -1 2|=(1,-2,1)
1 -1 3

och en punkt i planet &r P;. Med P = (z, y, z) blir planets ekvation (P—P;)-n =0
dvs. (x — 1,y —2,2—2) - (1,-2,1) = 0, vilket forenklat blir x — 2y + 2z 4+ 1 = 0.

Vektorerna u och v dr tva sidor i triangeln, sa dess area &r hélften av ldngden av
vektorn n = u x v, vilket ger \/12 + (—2)2 + 12/2 = v/6/2.

Som bekant ar

xT

.ev— . sinz
lim =1 och lim =1
z—0 X z—0 X
(standardgrinsvirden) sa
x e’—1

et —1 e

lim — = lim =% =1.

z—0 sinx z—0 %

Om f(z) = < dir f/(z) = hametl — (@Dt

z z 22

Sant. Funktionens derivata &r 5 (1 —sin(§)) som &r storre &n 0 utom da z = 1+4n,
n heltal, d& derivatan &ar 0, dvs for alla utom &ndligt manga punkter i intervallet

[—20, 20], sa funktionen &r striangt véixande.

Falskt. Standardmatrisen for vridning vinkeln € moturs ar ju

cos) —siné
sinf cosf

|

Med f(z) = 2° + 2+ 1 dr f'(z) = 1 + 5z* som ju &r stérre dn 0 for alla z si
ekvationen f(x) = 0 har hégst en reell rot. Vi har f(0) = -1 <0, f/(1)=1>0sa
f(z) = 0 har exakt en rot i intervallet [0, 1]. Da f(1/2) = —15/32 har ekvationen
dven exakt en rot i ntervallet [1/2,1]. Da f’ ér stringt viixande i intervallet [1/2, 1]
ar f'(z) > f'(1/2) = 21/16 = m i intervallet. Eftersom f(3/4) = —13/1024, ger
Sats 4, Kap. 4.5 i Boiers-Persson att felet uppgar till hogst

fGB/4) _ 13

- - 0.01.
e ™ 1344 <

vilket for 6 = 7 ger

Sl




(d) Falskt. Tva linjer dr parallella precis da de har parallella rikningsvektorer . Rikt-
ningsvektorer for linjerna #r uy = (0,1, —1) och uz = (0,b,2) och u; = kug &
k=-2b=-2.

(e) Falskt. Med f(z) = V2?2 — 2% & f(0) = 0 och
FO+m =10 _ | BVIZR

xli>r(r)1* h x—0~ h -1
_ _ h2
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Da vénster- och hogergransvirdena &r olika, finns inte gransvéirdet, sa funktionen
ar inte deriverbar for x = 0.

(f) Sant. Eftersom e, es, es bildar en bas for R och e; x ey dr en vektor i R? finns
det entydigt bestdmda tal x1, 22, x3 sa att

e] X eg = xr1€e1 + xroes + x3es.

Genom att skalarmultiplicera bada led med e; och utnyttja att e; &r vinkelrédt mot
bade e X es, es och eg foljer det att 1 = 0. P4 samma séitt foljer det att 2o = 0,
sa vi har

€] X ey = I3e3.

Da e och es &r vinkelrdta mot varandra och har lingd 1, har e; x e9 ldngd 1, precis
som es, sa |z3| = 1. Eftersom bade e1, ez, eg och ey, ey, e X e dr hogerorienterade
ark=1.

3. Om f(z) = % bestar Dy av alla x # 0. For sadan x vet vi fran uppgift 1. (d) att
derivatan ér f/'(z) > 0 for z > 1, f/(1) =0 och f'(z) < 0 for x < 1. Vi har

T

e

lim f(z) = lim — = —c0.
rz—0~ z—0—- T
el’

lim f(z)= lim — = 0.
z—0t f( ) z—0t+ T

Vidare ar f(1) = e. Vi vet nu hur kurvan uppfor sig, och kan rita den i stora drag, se
Figur 1.

4. En normal till planet &r n = (1,2,3) och en punkt i planet &r t. ex. Py = (4,0,0).
Avstandet fran punkten P = (3,2,1) till planet &r lingden av projektionen av vektorn
v=PFPP=P—-PFP=(-1,2,1) pa n. Projektionen v, av v pa n ér

vV-n 6 3
= n-— = —
n-n 14 7
st [val = 3] In| = 3 VII=3,/2.

5. Fran problemformuleringen foljer att arean som funktion av a dr A(a) = (9 —a)+/a, dir
0 < a < 9. Detta dr en kontinuerlig funktion definierad pa ett slutet, begréansat intervall,
s& den har bade ett storsta och ett minsta vérde. Eftersom funktionen &r deriverbar i



det oppna intervalle |0,9[ antas det storsta viirdet i nagon av intervallets &ndpunkter
eller en punkt i vilken derivatan ér 0. Vi har A'(a) = %(3 —a), som &r 0 precis da
a = 3. Da f(0) = 0, f(3) = 6+/3 och f(9) = 0, foljer att storsta viirdet dr 6v/3 som
antas for a = 3.

. Vektorn w &r en linjairkombination av vektorerna u och v precis da ekvationssystemet,
vars utvidgade matris &r U = [u v w] &r losbart. Vi har

-1 2 1 -1 2 1 -1 2 1
U=|1 3 2(~]0 5 3 ~10 5 3
2 1 k 0 5 k+2 0 0 k-1

Sa systemet &r losbart precis da k = 1.

. Eftersom funktionen &r e* for x < 0 och az + b for > 0 och dessa bada funktioner
ar deriverbara, foljer att f &r deriverbar for alla z # 0. For att f skall kunna vara
deriverbar i x = 0 maste f vara kontinuerlig dér, dvs. lim,_.¢ f(z) = f(0). Da

g Sl =g e =1

lim f(z) = lim azx+b=0= f(0),

1‘~>0+ $*>0+

maste b = 1. For att undersoka deriverbarheten av funktionen given av f(z) = e* om
x <0 och f(x) =ax+ 1 gar vi tillbaka till definitionen. Vi har

— h _
g LOFRN=FO) =y
h—0_ h h—0_ h
i FOEM SO _ o ahr o1
h—04 h h—04 h

sa for att f skall vara deriverbar i 0 maste a = 1. Omvént visar griansvirdeberdkningarna
ovan att om a = b =1, sa &r f deriverbar i 0 och ddrmed for alla z.

. Vektorerna uj, us, us ar linjart oberoende < r1u; + xou2 + x3u3 = 0 = 1 = 9 =
x3 = 0 < det homogena ekvationssystemet, vars utvidgade matris dr U = [u; uz ug 0]
har enbart den triviala l6sningen. Vi har
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Detta visar att ekvationssystemet har enbart den triviala losningen x1 = x2 = x3 = 0.



20

15

10




