MMGF11, kortfattade 16sningar till tentamen 19/12 2012

1.

(a) Losning: Taylorutveckling av de inblandande funktionerna ger att

6z — 3arctan2z 6z — 3((2z) — (22)*/3 + O(a?))
r—xzcosx  x—xz(l—22/24+0(x3))
2’8+ 0(x) 84+ 0(z)
23(1/2+0(x))  1/2+0(x)’

Detta ger att

6x — 3arctan 2x
lim = 16.
x—0 r — X COSXT

(b) Losning: Det karaktéristiska polynomet blir

1—-A 1

det 6 —4_|=

(1=XN)(—4—-X\)—6=X+3\-10

vilket har nollstéllena —5 och 2. Enligt sats ar darfor egenvirdena —5 och 2.
(c) Losning: Ekvationen skrivs pa separabel form

1
1492

/I
y_xv

och vi far dérfor den implicita 16sningen

1
/ T %= / zaz,

arctany = 2°/2 + C.

dvs

For att fa en explicit 16sning tar vi tangens pa bada sidor och far
y = tan(z?/2 + C).

(d) Losning: Enligt sats erhalls minstakvadratlosningen genom att 16sa den normala
ekvationen AT Az = ATb. Vi far att

T, | 6 2 T, | —3
ata=ly ] =] 3]

Genom radreduktion av )
6 2 -3
2 11 11 |

far vi att minstakvadratlosningen Ar




2.

(a)

Losning: Enligt sats ar

2e
/ Inzdr = (2¢ —€)In{ = €ln(

for nagot tal ¢ € [e, 2¢]. Detta betyder att

2¢
elne < / Inzdr < eln2e¢=c¢clne+eln?2.

Da vi har standardgrénsvirdet

lim elne=0
e—0+

foljer det att
2e

lim Inzdr =0
e—0+ /.

och déarfor ar pastaendet falskt.

Losning: Antag att x var en egenvektor med egenvirde —1. Vi far da att
x=1Ir= A= (-1)z = —x,
dvs z = 0, vilket 4r en motsigelse da x antogs vara en egenvektor. Detta visar att

pastaendet dr falskt.

Losning: Enligt Analysens huvudsats dr funktionen

F(z) = /0 "t

en sadan funktion, sa pastaendet &r sant.

Losning: Lat A1 beteckna u : s egenvirde och medan Ao far beteckna v : s egenvérde
och sa later vi A3 beteckna (u + v) : s egenvéirde. Vi har da att \ju + Agv =
A(u + v) = A3u + A3v. Om w och v &r linjart oberoende foljer det darfor att
A1 = A2 = A3, medan om u och v vore linjart beroende sa foljer det direkt att
A1 = \o. Pastaendet ar darfor sant.

Losning: Matrisen A #r symmetrisk, dvs AT = A, sa darfor &r enligt sats A till och
med ortogonalt diagonaliserbar. Pastaendet ar dérfor sant.

Losning: Vi har att
1

N — < —
Vo +a? T 2?

da x > 0, samtidigt som den generaliserade integralen

oo
1
1 X
ar konvergent. Enligt sats ar darfor dven

/°°1dx
1 VT +a?

konvergent, dvs pastaendet dr falskt.



3. Losning: Vi noterar att kurvan y = v/2cosz initialt ligger ovanfoér kurvan y = tanz.
Om 1z betecknar z-koordinaten hos punkten déir kurvorna skir varandra sa har vi att
den eftersokta arean ges av integralen

z1
/ V2 cosx — tan zdz.
0

Ekvationen
\/5008:6 = tanx

ger oss att 1 = m/4. Via insdttningsformeln far vi att arean &r

m/4 w/4
/ V2cosz—tanzdr = |V2sinz + In | cosxqo = V/2sinw/4+Incos /4 = 1-In V2.
0

4. Losning: Lat W beteckna Span{uj,us}*, och darfor Span{u;,us} = W+. Om proj, v
betecknar den ortogonala projektionen av v pa W sa ar avstandet mellan v och W per
definition lingden av vektorn v — projyv. Da v — projyv ligger i Span{uy,us} = W+
och v — (v — projyv) ligger i Span{uy,uz}* foljer att v — projy, v = projy,Lv. Vi viljer
hér att direkt projicera v pa Span{ui,usz}. Via Gram-Schmidts process (med skalning)
hittar vi en ortogonalbas for Span{uy,us}, v1 = uy och ve = 2(ug — ug - v1/||v1||?v1), sa

Vo =

o R N

Vi far att projektionen av v pa Span{ui,us} blir

1 —1 11
v vty 0 +g 4 _ 2110
Nol2 el 2 | 1| 2T | 1| T 27 16
0 6 15

Avstandet till det ortogonala komplementet till Span{u;,us} dr nu lingden av denna
vektor, dvs

2 2
27\/112 + 102 + 162 + 152 = 2—7\/702 ~ 1.963.

5. Losning: Detta dr en linjar differentialekvation av forsta graden. En primitiv till g(z) =
22/(3 + 22) ges av In(3 + 2?), sd den integrerande faktorn blir 3 + x2. Den allminna
16sningen ges enligt sats av

_ 1
3422

C

(3x 4 32%/2 + 23 /3 + 2t /4) + et

y /(1+x)(3+x2)dac—3+1

2

Begynnelsevérdesvillkoret y(0) = 2 ger att C' = 6, sa 16sningen ges av

643z 4 32%/2+2%/3+a?/4
V= 3+ 22 '



6. Losning: Vi skriver systemet som

2 (t) = Ax(t)

1 1
1]
Fran uppgift 1b har vi att A : s egenvirden dr —5 och 2. Genom radreduktion av A + 51

far vi t ex att
1
=] ]

ar en egenvektor med egenvirde —5, medan vi pa liknande sitt far att

o[

ar en egenvektor med egenvirde 2. Enligt sats dr da den allménna losningen till diffe-
rentialekvationen given av

dar

ClefSt + 02621‘,

z(t) = Cre™vy + Coe®tvy = { _6Cye5t 4 Oye?t

Inséttning t = 0 ger att C; +Cy = —1 och —6C1 4+ Cy = 1, vilket leder till att C, = —2/7
medan Cy = —5/7. Dérfor blir 16sningen

z1(t) = —(2/T)e ™% — (5/7)e¥,  za(t) = (12/7)e~" — (5/7)e.

7. Losning: Vi borjar med att hitta alla l6sningar till den homogena ekvationen
vy’ — 3y — 10y = 0.

Det karaktéristiska polynomet blir r? — 37 — 10, vilket har nollstillena —2 och 5. Enligt
sats dr darfor den allménna lsningen till den homogena ekvationen

Yy = 016_2:0 + 026596.

Nu letar vi efter en partikulédrlosning. Lat £ beteckna var linjéra differentialoperator,
dvs L(y) = y" — 3y’ — 10y. Forst noterar vi att functionen —1 léser ekvationen

L(y) = 10.
Vi letar nu efter en partikulérlosning till ekvationen £(y) = sin 2z. Var ansats &r
y = Asin2x + B cos 2.
Vi borjar med att berékna
L(sin2x) = —4sin2z — 6 cos 2z — 10sin 2z = —14sin 2z — 6 cos 2x.

Sedan
L(cos2x) = —4cos2x 4 6sin 2z — 10 cos 2x = 6sin 2x — 14 cos 2.



Via linearitet hos £ far vi att
L(Asin2z + Bcos2z) = (—14A + 6B) sin 2z + (—6A — 14B) cos 2z,
vilket ger oss ekvationssystemet
—14A+6B=1,-6A—-14B =0.
Detta har l6sningen A = —7/116 och B = 3/116, sa en partikulérlosning ges av
y = —(7/116) sin 2z + (3/116) cos 2.
Tack vare lineariteten &r nu
y=—1—(7/116) sin 2x + (3/116) cos 2z

en partikulirlosning till var ursprugliga ekvation £(y) = 10+sin 2z. Enligt sats dr dérfor
den allménna l16sningen till ekvationen denna adderat med den allménna l6sningen till
den homogena ekvationen, dvs

y = Cre™ 2 4 e’ — 1 — (7/116) sin 2z + (3/116) cos 2.

. Losning: Enligt sats ges egenvirdena till en triangulér matris av virdena pa diagonalen,
dvs i det hér fallet —1 och 1. Da

0 1 =30
A-I=|0 -2 100
0 O 0

har rang 1 ser vi att egenrummet horande till egenvérdet 1 dr tvadimensionellt. Detta
betyder att A #r diagonaliserbar, dvs pa formen PDP~!, dar P #r inverterbar och D
ar diagonal. Da egenvirdena &r —1 och 1 &r kan vi vilja D som

1 0 0
D=|01 0],
0 0 -1
och vilket betyder att D? = I. Vi har nu att
AlOO _ (PDP71)100 _ DlOO — (D2)50 — I50 — 7

alltsa #r A0 lika med identitetsmatrisen. Alternativt noterar vi att A2 = I, och sluter
oss till samma sak.



