MMGF11, kortfattade 16sningar till tentamen 02/04 2013
1. (a) Losning: Efter variabelbyte ¢t = 1/x far vi uttrycket

3t 3/2
1+2
lim € (1+2t) .
t—0 t2

Efter Taylorutveckling kring ¢ = 0 av de inblandade funktionerna far vi att

e — (142632 (9/2)t2 — (3/2)t* + O(t%)

t2 t2 ’

sa svaret blir 3.

(b) Losning: Det karaktéristiska polynomet blir

5—A 1

det[ 1 5-1

]:(5—)\)(5—/\)—1:)\2—10)\4—24

vilket har nollstéllena 4 och 6. Enligt sats &r dérfor egenvérdena 4 och 6.
(c) Losning: Vi loser den separabla diffekvationen
e’y =Inz,

och far forst den implicita l6sningen

/eydy = /lnxdx,

e =zlnhz—x2+C.

dvs

Sétter vi in y(e) = 1 far vi att C = e. For att fa en explicit 16sning tar vi den
naturliga logaritmen pa bada sidor och far
y=In(zlnz —z+e),
och vi noterar slutligen att den &r definierad pa (1, 00). Darfor ar
fx) :=In(xlnx —z +e)

var l6sning.

(d) Losning: Enligt sats erhalls minstakvadratlosningen genom att 16sa den normala
ekvationen AT Az = ATb. Vi far att

T, |2 4 r, | 4
was[2 8] e[l

Vi ser da direkt att minstakvadratlosningen &r

0]



2.

(a)

Losning: Enligt algebrans fundamentalsats kan varje polynom
2"+ an 12" M+ o+ aix+ag

skrivas som
(= A)(x—A2)...(x — \p)

dér \; dr de (komplexa) nollstéllena réknade med multiplicitet. Da polynomet &r
reellt sa giller att om \; = a; + ib; dr ett nollstélle sa &r &ven Xj = a; — ib;
ett nollstélle. Lat nu n; vara en upprékning av de \; = a; + ib; sadana att b; >
0. Det betyder att gruppen 7; kommer innehalla de reella nollstéllena samt ett
komplext nollstélle fran varje sadant konjugatpar. For varje j later vi nu A; vara
den kvadratiska matrisen

Aj=[n; ]

Aj = |: 4 _bj :|
by a
om 7; = a; + ib; ar ickereellt, dvs b; # 0. Lat nu A vara den n x n matris vi far
genom att placera matriserna A; lings diagonalen och sétta 0 6verallt annars,

om 7); &r reellt alternativt

A 0 O
A= 0o - 0
0 0 A

Vi far da att det karaktaristiska polynomet fér A blir produkten av de karaktéristiska
polynomen fér matriserna A;, vilket precis blir

(= A)(z = Ao)oo( — Ap) = 2" + ap_12™ L + ... + a1 + ap.

Darfor ar pastaendet sant.
Losning: Om vi later z1 = 1 och @9 = —1 sa far vi Q(1,—1) = —1, sa @ &r €j
positivt definit, sa darfor 4r pastaendet falskt.

Losning: Lat g, vara den funktion pa [1/(n+1),1/n] som &r 1 i &npunkterna, antar
virdet €™ i mitten av intervallet samt &r linjar mellan mitten och &ndpunkterna.
Léngden pa intervallet [1/(n +1),1/n] dr 1/n(n + 1) sa

/1/n ( )d e
n(r)de 8~ ——.
) 2n(n +1)

Da e™ vixer mycket snabbare &n n(n+ 1) da n gar mot odndligheten foljer det att

integralerna
1/n
/ gn(x)dz
1/(n+1)

gar mot oandligheten. Lat nu f vara funktionen som &r lika med g, for jimna n
och lika med 1/g, for ojimna n. Man ser enkelt att f #r kontinuerlig och positiv
och att den generaliserade integralen

/01 f(x)dz
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divergerar. Men detsamma géller naturligtvis for 1/f, sa darfor dr pastaendet
falskt.

(d) Losning: Falskt da u eller v skulle kunna vara nollvektorn.

(e) Losning: Vi noterar att serien

vk
1+ k2

WE

k=1

= VX1
Z k2 Z k3/2°
k=1 k=1

Denna &r i sin tur konvergent tack vara Cauchys integralkriterium da den genera-

liserade integralen
o0
/ 2732 dx
1

ar konvergent. En positiv serie som domineras av en konvergent serie &ar alltid
konverget, sa pastaendet dr sant.

domineras av serien

(f) Losning: Om det funnits en punkt n € (0, 1) sadan att f(n) # fo x)dx da hade

enligt kontinuiteten f ej antagit vérdet fo x)dx i ett litet intervall kring n. Men
om vi viljer 0 < a < n < b < 1 sa finns enhgt Integralkalkylens medelvérdessats
en punkt y € [a, b] sadan att

_ bia/abf(x)dx—/ol f(x)de

. Detta sager alltsa att i varje intervall [a, b] sa antar den kontinuerliga funktionen
f virdet fo x)dzr, dvs f maste vara konstant fo x)dz pa (0,1) och déarfor
konstant pa [0, 1] p g a kontinuiteten. Pastaendet ar darfor sant.

3. Losning: Vi skriver om

i) 02 ()

En primitiv till

ar

0 2z
x24+4

21n |z? + 4],

och vi far déarfor enligt inséttningsformeln att

2

V3
/D 2 (214) do =2 [In]a? + 4] = 21n(7/4).

For den andra termen gor vi variabelbytet ¢ = /2. Da arctan(t) &r en primitiv till
1/(t* + 1) far vi igen genom insittningsformeln att

V3 V3/2
/z (1/2)< ST )dx: /t 1t = farctan(t)])*? = arctan(v3/2).

—o ?+1



Slutligen far vi da genom additivitet for integraler att

V3 4z 42 V3 2z V3 1
/0 ng24_4(13::/0 2<x2+4> dx—i—/o (1/2) <(x/2)2+1>dac:
= 21In(7/4) + arctan(v/3/2) ~ 1,833.

. Losning: Vi borjar med att ta fram en ortogonal bas féor W := Span{uy, uz, ug}. Genom
Gram-Schmidts process applicerad pa paret uy och us far vi

—1
vi:i=u vg=ug — 2 V1l 0
1= Ui, 2 2 P 1 1
0
Eftersom
0
I 0
5710
1
ar ortogonal mot bade vy och vg ér {vy,va,vs} en ortogonal bas for W. Darfor ar
1
. V1V Vo -V V3 -V -1
projy v Vil vi+ val? 2+ va|? 3 =(1/3) 1
3
sa,
1
. 2
v~ projwv = (2/3) | 2
0

Salunda blir avstandet mellan v och W

, 216
|v — projwv| = 5

. Losning: Via partiell integration har vi att
/xemdx = ze® — /ezdx =ze® — e 4+ C,

—e

o . . e x X . o o .
sa som integrerande faktor kan vi vilja e®® , och vi far da ekvationen

(exe‘c—exy)/ — eme”—exxer‘

Nu noterar vi att e¢“~¢" &r en primitiv funktion till hogerledet, sa vi far att
e:cez—ezy _ e:r:ez—eQE + 07
dvs
y=1+ Ce® "

for nagon konstant C. Sétter vi in begynnelsevirdesvillkoret y(0) = 1 + e far vi att
C =1, sa lésningen blir
y=1+e ",



6. Losning: Vi skriver systemet som
2 (t) = Ax(t)

dér .
5 1
A[15_.

Fran uppgift 16 har vi att A : s egenvérden dr 4 och 6. Genom radreduktion av A — 41

far vi t ex att i
1

w=la

ar en egenvektor med egenvirde 4, medan vi pa liknande sétt far att

o

ar en egenvektor med egenvirde 6. Enligt sats dr da den allm#nna losningen till diffe-
rentialekvationen given av

Cl e4t 4 02 e6t

x(t) = Cre*tvy + Coebloy = [ Oyt 4 Oyt

Insédttning t = 0 ger att C1 + Cy = 1 och —C7 + Cy = 2, vilket leder till att C; = —1/2
medan Cy = 3/2. Dérfor blir 16sningen

z1(t) = —(1/2)e* + (3/2)e%,  xa(t) = (1/2)e* + (3/2)e.
7. Losning: Vi borjar med att hitta alla losningar till den homogena ekvationen
y" — 3y =0.

Det karaktiristiska polynomet blir 72 — 3r, vilket har nollstillena 0 och 3. Enligt sats
dr dérfor den allménna 16sningen till den homogena ekvationen

y = Cy + Coe™™.

Nu letar vi efter en partikulérlosning. Lat £ beteckna var linjéra differentialoperator,
dvs L(y) = y" — 3y’. Vi letar forst efter en partikulirlosning till ekvationen L£(y) = z.
Var ansats #r y = Az? + Bzx. Vi far att

L(Az? + Bx) = —6Ax + 2A — 3B,

sa A = —1/6 och B = —1/9. Vi letar nu efter en partikulérlosning till ekvationen
L(y) = sinz. Var ansats ar
y= Asinxz + Bcosz.

Vi far vi att

L(Asinz 4+ Beosz) = (—A+ 3B)sinx + (—3A — B) cos 2z,



vilket ger oss ekvationssystemet
—-A+3B=1,-3A—-B=0.
Detta har 16sningen A = —1/10 och B = 3/10, sa en partikulérlosning ges av
y = —(1/10)sinz + (3/10) cos z.
Tack vare lineariteten &r nu
y=—(1/6)z* — (1/9)x — (1/10) sinz + (3/10) cos =

en partikulérlosning till var ursprugliga ekvation £(y) = = + sin z. Enligt sats dr darfor
den allménna l6sningen till ekvationen denna adderat med den allminna l6sningen till
den homogena ekvationen, dvs

y = Cy + Cye® — (1/6)z% — (1/9)z — (1/10) sinz + (3/10) cos z.

. Losning: Lat

5—A 1
=770 50

xk:[?):}

D& har vi att for alla k € N, 2441 = Axy. Lat

o[ a-li)

Fran tidigare uppgift har vi sett att v; ar en egenvektor till A med egenvérde 4 och v
dr en egenvektor med egenvirde 6. Om xg = cv1 + dvg far vi att

och definiera

cak + dek
z, = AFzg = c4fvy + d6Fvy = [ _edk 4 d6k ] ,
sa

ag cak + de*

by  —cdk + dek

D4 |ag| # |bo| kan inte d vara noll. Vi kan diirfor forkorta med d6* och far
1 4/6)"
lim % = qim L H(ADE/O)"

A e T A T (o) (A6




