Losningar till tentamen i MMGF11, 14/4 2014, 8.30-12.30

Matematiska Vetenskaper, Goteborgs universitet

Elin Gétmark (070-6787423)

Losningarna skall presenteras pa ett sadant sétt att rikningar och resonemang
blir ldtta att folja. Motivera dina svar. Grins for G &r 12 poéng, och grins for
VG ar 18 podng. Hjdlpmedel: Chalmersgodkénd miniridknare.

1. (a) Alla vektorer som ligger i planet som ges av ekvationen ér egenvektorer
med egenviirde 1, och tva ortogonala sidana vektorer ges av vi = (1, —1,0)
och vo = (1,1, —2). Alla vektorer som &r vinkelriita mot planet dr ocksa
egenvektorer med egenvérdet 0 eftersom att dessa avbildas pa origo, dvs.
vi kan sétta vo = (1,1, 1).

(b) Vi anvénder (a)-uppgiften for att hitta matrisen A for avbildningen
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Alternativ 16sning: De tva egenvektorerna i (a)-uppgiften &r en ortogo-
nalbas for planet. For att ta reda pa matrisen A for T sa berdknar vi
projektionen av enhetsvektorerna pa planet:
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Eftersom att vi har pivotelement i den forsta och tredje kolumnen i A ges
en bas till kolonnrummet av den forsta repsektive tredje kolumnen i A,
dvs. av (3,2,3) och (9,7,6).

Om vi radreducerar en gang till ovan sa ser vi att
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Detta ger att varje vektor (x1,xs,x3,x4) 1 nollrummet maste uppfylla

T, = 2x9 + 624
T3 = —2584

fran vilket vi ser att en bas ges av de tva vektorerna (2,1,0,0) och
(6,0,—2,1).



3. (a) Falskt. Exempel: n = 2, H = Span((1,0)), z = (1,0) och y = (0, 1).

(b) Falskt. Matrisen (? é) har exempelvis egenviirdena 1 och —1.

(c) Sant.
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dvs. vi far de tva egenviardena Ay = —2 och Ay = 5.
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Detta ger att alla llosningar till vart system gar att skriva pa formen

och

x(t) = c1eM'vy + 2™t vy = cre7? (1, —1) 4 c2e™(3,4).

For att hitta ¢; och ¢z anvénder vi bivillkoret x(0) = (2,5) som ger ekva-
tionssystemet

c1+3c=2
—C1 +462 =35.

Det ar ett vanligt linjért ekvationssystem som vi kan 16sa. Om vi gor det
sa far vi ¢; = —1 och ¢y = 1, varfor en 16sning ges av

x(t) = —e 2 (1,-1) + € (3,4).



5. a) Vi anvénder variabelseparation:
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Bivillkoret y(0) = 1 implicerar att |y(0)] = 1, s& C = —2, dvs.

ly| = exp(2vx + 1 —2).

b) Vi anvénder integrerande faktor:
Py dy=1ey +ay=a"2
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Om vi gor variabelbytet y = —1/x far vi att dy = x~2dz och att
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Om vi sétter in det i var tidigare ekvation da har vi alltsa visat att
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6. a)

/x2 sin(z) dr = 2%(— cosx) — /233(— cos z)dx
= —z2cosz + / 2z cos xdx
= —2%cosx + 2rsinz — /QSinxd;U
= —z?cosx + 2xsinx 4+ 2cosx + C
b) Integralen
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dvs. integralen &r konvergent och har vérdet 1/2.
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7. Sétt f(x) = /1 + 2. Enligt Maclaurins formel &r
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for alla x € [—1,1] och nagot 6 € [0, 1] som beror pa z.

Detta &dr ekvivalent med att
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vilket ger att
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Om z € [0,1] sa #r det forsta faktorn i vérsta fall 1, vilket ger att

Witz —1-x/2| <a?/8.



8. Berikna arean som ligger till hoger om parabeln x = y? — 12 och till
vénster om linjen y = x. (3p)

Vi bérjar med att skissa de tva kurvorna:
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For att kunna rdkna ut integralen behover vi nu ta reda pa skdrningspunkterna
mellan kurvorna. For att hitta z-koordinaterna fér de punkterna l6ser vi



ekvationen z = 2% — 12 och far de tva losningarna x = —2 och = = 4.
Arean ges darfor av
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