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Tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant séitt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Grans for G ar 12 poang, och grans for VG ar 18 poéng.
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1. Bestdm minstakvadratlosningen till problemet Ax = b da A = 1 —1 ] och
1 -2
2
b= | 1 |. Bestam dven minstakvadratfelet. (3p)
—1

Losning: Minstakvadratlosningen 16ser normalekvationerna A7 Ax = ATb. Vi har
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Detta ger minstakvadratlosningen x = (ATA)~1ATb = gg . Minstakvadratfelet

3/2 2 ~1/2 - -
aflax—bl=1I| 1 [=| 1 [I=1| 0 [I=y/3+0+7=—
~3/2 1 —1/2 4 4 V2
1 3 -1 1 ;’

2.Lat A=12 3 1 —1|ochu= 0
01 -1 1 9

a) Bestdm en ortogonal bas fér nollrummet till matrisen A. (3p)

b) Bestdm ortogonalprojektionen av u pa nollrummet till A. (1p)

Losning:
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Ortogonalisering ger b; = a; och
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Som ortogonal bas kan vi véilja {by, by} eller om vi vill anvénda heltal {by, b}}
dér b, = 6bs.
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a) Bestdm alla egenvirden och motsvarande egenvektorer for A. (2p)
b) Diagonalisera matrisen A eller forklara varfor det inte gar. (1p)
Losning;:

a) Det karakteristiska polynomet &r

1-x -1 0
1-x -1
det(A=M)=| —4 1-X 0 |=(3-)
0 0 3—A ’ i 1_A’
=(B=N((1-N?—4)=(3- N (-1-N).

Sa egenvirdena ar A = —1 med multiplicitet 1 och A = 3 med multiplicitet 2.
Egenvektorer for A = —1:

2 -1 010 1 =1/2 0|0 1 1 .
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Alltsa egenvektorerna for A = —1 &r Span{u, }.
Egenvektorer for A = 3:
-2 =1 0|0 1 1/2 00 1 —1 . 0
4 =2 0|0 |~ |0 0 0/0]|&|a|=] 2 52+ 0 | 3
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Alltsa egenvektorerna for A = 3 dr Span{ug, us}.

b) A &r diagonaliserbar ty dimensionen av egenrummen stdmmer dverens med mul-
tipliciteten for motsvarande egenvarde.

-1 0 O 1 -1 0
Vi far A= PDP~ ' med D = 0 3 0|ochP=[uwuwuzl=1|2 2 0
0O 0 3 0 0 1

4. Ar nedanstaende pastaenden sanna eller falska? For att fa poang for riatt svar maste
du motivera varfor ett pastaende ar sant eller ge ett motexempel som visar att det

ar falskt.
a) Om A &r en 3 x 3 matris sa ar det(3A4) = 3det(A). (1p)
b) En 2 x 2 matris har alltid tva linjart oberoende egenvektorer. (1p)

¢) Om A ér en diagonaliserbar nxn matris sa ar det(A) produkten av dess egenvérden
raknad med multiplicitet. (1p)



D.

Losning:

a) Falskt. Med A = I blir det(A) = 1, men det(34) = 3% = 27.
1

b) Falskt. Matrisen A = [ 1 :1

motsvarande egenrum &r Span{{ 1 ]}

c) Sant. A= PDP~!gerdet(A) = det(P) det(D) det(P~') = det(P) det(D)

} har egenvarde A = 0 med multiplicitet 2, men

det(P)

det(D) som &r produkten av diagonalelementen i D, dvs produkten av egenvérdena.

a) Los differentialekvationen (1 + z2)y’ = 2xy dir y(0) = 2.
b) Los differentialekvationen y” = 5y’ — 6y + e”.
Losning;:
. . .y 2x
a) Ekvationen &r separabel och kan skrivas =— = ————. Detta ger
y  (1+a?)
/—y—/ da:':>1n\y] In|l+2*|+C=In(1+2%) +C
= |y| _ 6111(1—|—a: (1‘}‘1‘ ) C

Begynnelsevirdet y(0) = 2 ger e“ = 2 och y(0) > 0. Da (1 + x?) aldrig vixlar

tecken blir y(x) > 0 for alla z. Saledes blir y(x) = 2(1 + z?).
b) Differentialekvationen kan skrivas som y” — 5y’ + 6y = e”.

Sok de homogena
l6sningarna: Det karakteristiska polynomet &r 72 — 5r + 6 = (r — 3)(r — 2), sa

(2p)
(3p)

yn(z) = C1e3+Che®®. Sok partikularlosning: Lat y = ze®. Dablir ¢ = (2/+2)e”

y" = (2" + 22/ + z)e”. Differentialekvationen blir da

(2" +22" 4+ 2) =52 +2) + 62)6”” =" 2" -3 +22=1.

Sa z, = % ar en losning som ger y, =
yzcle3x+062x+ 16:1:
Bestdm den primitiva funktionen

/:c +2x + 3
T e
4+

Losning: Faktorisera namnaren:
2?4+ 2x+3 2?4 27 +3
———dr = | ————dx
3+ x(z?+1)
Gor en partialbraksansats:

.CE2+2£E+3_A+B.CE+C
r(z2+1) 22417

Matchning av koefficienter i ekvationen x? + 2z + 3 = A(2? + 1) +

A=3, B=—-2o0och C =2 Vifar

1

242 3 3 2 2 1 2
/de:/_+w_+dx_/3__ T
3+ T 2+ 1 r x24+1

=3In|z| — In(z* + 1) + 2arctan(z) + C.

2+ 1

dx

. Saledes far vi den allménna losningen

(2p)

(Bx + C)x ger



7. Berikna arean av omradet som begrinsas nedat av y = 2% —4 och uppat avy = 2z—1
och y = —2x + 4. (2p)
Losning: Linjerna skar varandra i x = Omradet begrinsas darfor uppat av

ot

2z — 1 dax <2
T) = — 4 och nedat av g(x) = x?> — 4. Funktionerna f(x) och
() {_MH et e (@)

g(x) sér varandra i z = —1 och x = 2, sa arean blir

ot
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8. Beriakna gransvardet
. In(1+22%) — In(1 + 32?%)
lim
20 cos(3z) — 1
med hjalp av MacLaurinutveckling. (3p)

Losning: Standardutvecklingarna ger

In(1 + 22%) = 22° + O(2?),
In(1 4+ 32%) = 32% + O(z*),

2

cos(3x) =1 — (3;') + 0" =1- ng + O(z%)
fim In(1+ 22%) —In(1 4 32%) 1 202+ O(z') — (32 + O(a")) . —a®+ O(a?)
20 cos(3z) — 1 a0 1—522+0(2) — 1 a0 =322+ O(a4)

~14+0(?) -1 2



