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Losningsforslag till Tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant séatt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Grans for G ar 12 poang, och grans for VG ar 18 poéng.

1 —2 1
1. En matris A har egenvektorernauy = | 0 |, up = 1 ochus = | —1 | med
0 0 1
motsvarande egenvarden A\; = 3, A\ = 1 och A3 = 2. Bestam matrisen A. (3p)
1 -2 1
Losning: Vi har faktoriseringen A = PDP ' med P = [ujupuz] = | 0 1 -1
0 0 1
A0 0 300 1 21
ochD=| 0 X 0 | =1]0 1 0|. Gausselimineringger P~'= |0 1 1
0 0 X3 0 0 2 001
3 6 3 3 4 3
A=PDP'=P|0 1 1|=]|01 -1
0 0 2 00 2
121 -3 _43
2.Lat A=12 3 1 —4 | ochu= 1
01 1 —2 .
a) Bestdm en ortogonal bas for nollrummet Nul(A). (3p)
1 -1
. . . -1 2 .
Lo6sning: Radreduktion av Ax = 0 ger x = 1T g | T sa {uy,us}
0 1
——— ———
utgdr en bas for Nul(A), men den &ar inte ortogonal. Av Gram-Schmidt far vi
0
Vi =1y, Vo = Uy — ML Vi=uy— V] = . Sa {vy, vy} utgdr en ortogonal
Vi-°V1 1
1
bas for Nul(A).
b) Bestam ortogonalprojektionen av u pa Nul(A). (1p)
Losning: Ortogonalprojektionen av u pa Nul(A) blir
2
u = Vl‘uvl—ir V2'uV2:2v1—3v2: =
ViV Vg Vo —1
-3
-1 2 2
o 0 -1 —1 .. . . :
3. Lat A = 1 -1 och b = 0 | Bestam minstakvadratlosningen till prob-
-2 0 —2

lemet Ax = b. Bestdm dven avstandet mellan b och kolonnrummet Col(A). (3p)

Losning: Vi loser normalekvationerna AT Ax = ATb. Vi far ATA = { —63 _63 }



och ATb = [ ? ] Av detta far vi det(ATA) = 27, (ATA)™! =

28] -

1
27
. Minstakvadratlosningen blir x = (A" A)~'A'b = a3 | Projektio-

1
91 2
5
1] -
nen av b pa Col(A) &r by = Ax = 3 _;l . Avstandet mellan b och Col(A) &r
—6

1
saledes ||b — by|| = ”§

_
H_\/g

O = =

4. Ar nedanstaende pastaenden sanna eller falska? For att fa poang for riatt svar maste
du motivera varfor ett pastaende ar sant eller ge ett motexempel som visar att det
ar falskt.

a)

Om A och P #r kvadratiska matriser och P #r inverterbar sa har B = PAP™!
samma karakteristiska polynom som A. (1p)
Svar: Sant. det(B — M) = det(PAP™' — APP™!) = det(P(A — A\[)P™!) =
det(P) det(A — X ) det(P~1) = det(P) det(A — XI)/ det(P) = det(A — ).

Om a &r en vektor i R™ och {by,by} &r en bas for ett underrum W, da é&r
a- b1 by — a- b2
bi-b; ' by-by
Svar: Falskt. Basen maste vara ortogonal. Motexempel i R?:

a_

b, ortogonal mot W. (1p)

1 1 1 a-b a-b -1
b1: 0 ,bQZ 1 , A = 1 gerc:a—b blbl_b beQZ 0
0 0 1 1M1 2" P2 1
men ¢ -b; = —1 och ¢-by = —1, sa ¢ ar inte ortogonal mot W.
Q(z1,9) = 2% + 4x129 + 235 > 0 for alla reella virden (zy,z3). (1p)
Svar: Falskt. Med x = [il } och A = {; ?] blir Q = x"Ax. A har
2

egenvarden \; = —1 och Ay = 3, sa @ ar indefinit. Egenvektorn v; = [ _11 }

med egenvérde A; ger motexemplet Q(—1,1) = —2.
Los differentialekvationen y' = 2x(y? + 1) dar y(0) = 1. (2p)
/

bf Losning: Ekvationen ar separabel och kan skrivas

y2y+ T = 2z vilket ger

1
/ oy 1dy = /Qxdx. Integration ger implicita l6sningar arctany = 2% + C.
Y

Begynnelsevillkoret y(0) = 1 ger C' = arctan(1) = 7 /4, sa vi far y = tan(37+2?).

Los differentialekvationen " — 2" — 8y = e*. (3p)
Losning: Det karakteristiska polynomet ar 72 — 2r — 8 = (r — 4)(r + 2) sa de ho-
mogena losningarna ar y, = Che** +Che 2%, Sok partikulirlosning: Variabelbytet
y(x) = z(x)e® ger vy = (' +2)e” och y’ = (2" +22' + z)e”. Differentialekvationen
kan da skrivas som e* = ((2" 422"+ 2) —2(2'+z) — 8z)e”. Efter forkortning far vi
2'—9z=1 sorln har partikularlosning z, = —%. Vi far darfor partikulérlosningen

_ z __ _ 1
Yp = 2pe” = —3e€

Svar: y =y, +y, = Cre' + Che™2* — Le”.



6. Bestdm den primitiva funktionen

/ 3+ 1
dz.
z(z+1)(z+2)
, , (2p)
1 -3z — 2 1
Losning:  Polynomdivision ger i =1+ * Tt . Par-
z(z+1)(x+2) z(x+1)(x+2)
—32? -2 1 A B
tialbraksansatsen — — vl + + och handpalaggningsmetoden

wz+D(z+2) z z4+1 z+2
ger A=1/2, B=0,C = —7/2. Alltsa far vi

3 +1 1 7 1 7
di— [ 14— ——" dr—wtlnfe|—nje+2+C
/x(a:—i—l)(x—i—Q) v / T2 T apap et gl - glnlr 2+

7. Avgor med hjalp av Cauchys integralkriterium om Z ar konvergent eller
k=0

— 4+ k?
divergent. (2p)

Loésning: f(z) = g ar positiv och kontinuerlig. Vi har dven att f'(x) =
x

-2
—(4 n x2>2 < 0 for z > 0, sa f(x) ar avtagande for = > 0. Vi kan déarfor anvinda
x

Cauchys integralkriterium fora att saga att Z
0

12 ar konvergent om och endast

[e’e)
k=

o 1 . .
om fo mdm ar konvergent. Vi har

X X 1
1 1 = 1 X 1 X
/ de = —/ ;de = [— arctan—] = —arctan — — il da X — oo.

8. Berakna gransvardet
In(1 + 2x) — sin(2x)

!
250 exp(2x?) — cos(x)

med hjéilp av MacLaurin utveckling. (3p)
Losning;:

. In(1+ 2x) — sin(22) , 2z — 22% + O(23) — (22 + O(z?))

lim = lim T

z—0  exp(2z?) — cos(x) 20 1 4222 + O(23) — (1 — 522 + O(2?))

222+ 0(%) . —-2+0(@x) -2 -4

=lm———-——"r=lm == —.
=0 2224 O(x3) 220 34+ O(x) 5 5



