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Losningsforslag till Tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Grans for G ar 12 poang, och grans for VG ar 18 poang.

1. Los med hjalp av diagonalisering foljande system av differentialekvationer

zh(t) = —x1(t) —4dao(t)
med begynnelsevillkoren z1(0) = 2, z2(0) = 1. (3p)
Loésning: Med x(t) = [i;gg ] och A = {_11 _64} blir systemet x'(t) = Ax(t).
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet ar det(A — A\I) = ' 1__1)\ _46_ \ ' =

AN +30+2=(A+2)(\+1), sa egenvardena blir \; = —2 och \y = —
Egenvektorer till \;:

3 6|0 1 20 -2
{_1 _20}~[0 00}:> Egenvektorul—{ 1}

Egenvektorer till \,:

2 6 |0 1 30 -3
{_1 _30} ~ [O OO] = Egenvektoru2:{ 1}

Detta ger A= PDP~! med P = [_12 _13} och D = [_02 _01]

) = P~'x(t). Da far vi y'(t) = P7'x/(t) = P"'PDP~'x(t) =
N E—"
Py, d { 0= o

Det ursprungliga systemets losning blir

[28] = Py(t) = {_12 —13} {%;it} |
2
1

II;I

. De allmanna losningarna ar {

—2

Begynnelsevillkoren ger [ ] = x(0) = { 1

T 2 —37 [ pe2 1062 + 126
sans [0 )= [0 7 [ B = [T

=3 |Cy| . B
1 } {C’Q] vilket ger C'; = 5 och

o(t) 1 1 —4e7t Se 2 — 4e!
1 1 0 5)
. 2 3 5 0
2. Lat A= 9 _5 _7 och b = 9



a) Bestdm en ortogonal bas B for kolonnrummet Col(A). (2p)
Losning: Lat a, beteckna kolonn £ i A. Vi kan anvanda Gram-Schmidt for
att hitta en ortogonal bas for Col(A) = Span{a;,as,asz}. Egentligen bér man
kontrollera att man har en bas fran borjan, men om nagon vektor a; skulle vara
en linjarkombination av a; ...a;_; sa skulle Gram-Schmidt ge en nollvektor som
vi darmed kan kasta bort.

1 —1
o, — 2 _ bi-ay, | -1
by =a; = _9 ’b2_a2_b1-b1b1_32_2b1_ 1 # 0,
1 1
—1
b1 - ag b2 - ag 1
by = a3 — b, — by = a3 — 3b; — 2by = 0.
3= as by - by 1 by - by 2 = ag 1 2 1 #
1
Sa B = {by, by, bs} utgdr en ortogonal bas fér Col(A).
b) Bestdm ortogonalprojektionen av b pa Col(A). (1p)
3
. . b1 -b bl -b b3 -b 1
L : b= b b bz = 0b; — 2by — by =
osning: b b, b, 1+b2-b2 2+b3-b3 3 1 2 3 1
-3
¢) Bestdm minsta avstandet mellan b och Col(A), dvs minsta virdet av |b — Ax||
for x € R (1p)
Losning: Mista avstandet fas av ortogonalprojektionen sa ||b —by|| < [|b— Ax]||
2
for alla x € R, Vi far avstandet |b — by|| = | ‘11 | = V0.
2
d) Anvénd b) for att bestimma minstakvadratlosningen till Ax = b. (2p)

Losning: Minstakvadratlosningen fas av att 16sa Ax = by, dvs zja; + 22y +
r3ag = by, men vi vet fran b) och a) att by = 0b; — 2by, — by = —2b, — (a3 —
3
3b; — 2by) = 3b; — ag = 3a; — a3, sa minstakvadratlosningen blir x = 0
—1

3. Ar nedanstaende pastaenden sanna eller falska? For att fa poang for riatt svar maste
du motivera varfor ett pastaende ar sant eller ge ett motexempel som visar att det
ar falskt.

a) Det finns en 2 x 3 matris A med dim(Nul(A)) = dim(Col(A)) . (1p)
Svar: Falskt. Rangsatsen ger att dim(Nul(A)) + dim(Col(A)) =
Om dim(Nul(A)) = dim(Col(A)) skulle vi fa 2 dim(Col(A)) = v11ket ar omojligt
da dimensionen ar ett heltal.

b) Om u; och uy ar egenvektorer till en matris A och u; och uy har olika egenvérden.

Da maste u; och uy vara ortogonala. (1p)
Svar: Falskt. Om A ar symmetrisk ar pastaendet sant, men t.ex. A = 1 _6 4 }

1 1
A1 = —1 men u; - uy = 7, sa egenvektorerna ar inte ortogonala.

som i uppg 1 far vi u; = { -2 ], uy = [ -3 } med egenvarden A\; = —2 och



c) Qxy,19) = =322 + 4dx179 — 322 < 0 for alla reella varden (1, o). (1p)

Svar: Sant. Vi kan skriva Q = xT Ax, med A = [_23 _23] Karakteristiska
polynomet ar det(A—\I) = 5 U (=3=XN)*=2°=(=5-=-X)(—-1—
A), sa egenvérdena blir \; = —5 och Ay = —1. Bada &ar negativa. Darfor dr den

kvadratiska formen negativt definit och pastaendet galler.

4.a) Los differentialekvationen y” + y' — 6y = e~ 2. (3p)
Losning: Det karakteristiska polynomet ar 72 +r — 6 = (r — 2)(r + 3) sa de ho-
mogena losningarna ar y, = C1e2® +Che™3%. Sok partikulirlosning: Variabelbytet
y(z) = z(x)e 2 ger v = (' — 22)e % och y’ = (2" — 42’ + 42)e~2®. Differential-
ekvationen kan da skrivas som e 2 = (2" — 42’ +4z2) + (' — 22) — 62)e~**. Efter
forkortning far vi 2 — 32" — 4z = 1 som har partikulérlosning z, = _21;- Vi far

dérfor partikuldrlosningen y, = z,e 2" = —1e™2*
Svar: y =y, +y, = C1e* + Coe " — 1727,
b) Los differentialekvationen (z — 1)y’ = —2zeY for x > 1 dar y(2) = 0. (3p)
-2
Lo6sning: Ekvationen dr separabel och kan skrivas e¥y’ = ml for z > 1 vilket
x —
—2x : e —2x
ger | edy = 1da:. Integration ger implicita l6sningar eV = 1da: =
xr — xr —
-2 -2 1dx = —2z —2In|x — 1| + C. Begynnelsevillkoret y(2) = 0 ger
x p—

1=e"=-2.-2-2In]2—-1|+C=—-4+C= C=5,savifar
y(z) =In(5 — 2z — 2In(z — 1)) for = > 1.

5. Bestam den primitiva funktionen
/a: In(2 + 2?)dz.

(2p)
Losning: Partialintegrera med F(z) = 12? + 1 som primitiv till f(z) = a:

dx

T
/mln(? + 2%)de = (32° + 1) In(2 + 2*) — /(%xz + 1)2 e

=32+t — [ade = Ha £ D2+ %)~ a4 C.

6. Berikna arean av omradet som begrinsas uppat av y = 3—x? och nedat avy = 42—9
och y = —2z. (2p)
Losning: Linjerna skar varandra i z = % Omradet begrinsas darfor nedat av

fa) = {—Qx da z <

och uppat av ¢g(z) = 3 — 2. Funktionerna f(x) och
-9 diz> pp g(x) ()

N N



g(x) skér varandra i x = —1 och = 2, sa arean blir

/ g2~ Fla)dz = / s (Con)da s
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3
= [32° + 2%+ 3] + [ x3—2x2+12x]2
= =367+ G136 +5
—12%-_2.224+12.2+1
33
T

2.0

7. Berakna gransvardet

’ In(1 + 2z) + In(1 — 32?) — 2sin(x)
im
20 1 — cos(4x)

med hjalp av MacLaurin utveckling.
Losning: Fran standardutvecklingarna far vi

In(1+ 27) = 2r — 22 + O(z?),
In(1 —3z%) = — 322 + O(z*),
2sin(z) = 2r + O(z?),
cos(4r) = 1 — 8% 4+ O(x*).

In(1 + 2z) + In(1 — 32?) — 2sin(x)

lim

20 1 — cos(4x)

. 2z —22% + O(2®) — 322 4+ O(2*) — (22 + O(2?))
= lim

20 1—(1—8z2+ 0O(z%))

—52*+O0(*) . —5+0(x) —5+0 5

20 812+ O(z1) 220 84+ O(22) 840 8




