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Losningsforslag till Tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Grans for G ar 12 poang, och grans for VG ar 18 poang.
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1. Lat vq = 0 |"V2= L vs= och u= 5
1 —2 4 —6
Bestam en ortogonal bas B for W = Span{vy, vo, v3} och bestdm ortogonalprojek-
tionen av u pa W. (3p)
Losning: Basen B = {by, by, bg} bestams av by = vy, by = by = vy — bl ‘Zle =
1Dy
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Ortogonalprojektionen av u pa W blir u = b; + by +

2 T b, =
b, - b, b, - by bs-bsy °
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2. Avgor ifall den kvadratiska formen Q(x) = x% + 6x129 + 73 + 223 &r positivt definit
eller inte. (3p)
1 30
Losning: Q(x) = x'Axmed A= | 3 1 0 |. Egenvirden: 0 = det(4A — M) =
0 0 2
1-X 3 0 Ly 3
3 1=-X 0 :(2—)\)’ 3 1_)\‘:(2—)\)((1—)\)2—32):(2—

0 0 2-2A
A)(—=2—A)(4 — \) sa egenvirdena blir \; = 2, Ay = —2, A3 = 4. Alla egenvérden &r
inte positiva sa den kvadratiska formen &r inte positivt definit.

3. Los foljande system av differentialekvationer
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med begynnelsevillkoren 1 (0) = 0, z2(0) = —5. (3p)
Losning: Med x(t) = zi(t) och A = —2 2 blir systemet x'(t) = Ax(t).
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet ar det(A — A\I) = ' _2_; A 1__2)\ ’ =

AN+ X—6=(\—2)(\+3), sa egenvirdena blir \; = 2 och Ay = —3.
Egenvektorer till \;:

-4 =210 1 1/210 !
[_2 _10} ~ {0 0 O] = Egenvektor u; = { 2]



Egenvektorer till Ao:

1 =210 1 =210 2
[_2 4 O}N[O 0 O}:> Egenvektorugz{l}

-1 2 2 0
_ ~1 _ _
Detta ger A= PDP medP—{2 1} ochD—{O 3].

Lat y(t) = {ylgﬂ = P7x(t). Da far vi y'(t) = P~'X/(t) = P"'PDP'x(t) =

Y2
i(t) = 201 (t)
Dyt), dvs {ygu) — 3yt

Det ursprungliga systemets losning blir
wi(t) | -1 2 Ce?
|:IL‘2 (t) :| o Py(t) o |: 2 1 02673)& )

Begynnelsevillkoren ger 01 = x(0) = -2 G vilket ger C7 = —2 och
-5 2 1 Cy

U1 (t) = C’lezt

. De allméanna losningarna ar
Yo (t) = 0267‘&

2 .
Svar: w(t)] -1 2] [—2e*] [ 2e* —2e%
VAR @) | T 2 1| | et T | et — et |
4. Ar nedanstaende pastaenden sanna eller falska? For att fa poang for ritt svar maste

du motivera varfor ett pastaende ar sant eller ge ett motexempel som visar att det
ar falskt.
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a) | 2 | ar en egenvektor till matrisen | 4 -9 10 |. (1p)
1 0 -3 4
6 —8 8 1 -2 1
Svar: Sant. 4 -9 10 2| =1 -4 | =-2]| 2| dvs en egenvektor
0 -3 4 1 -2 1

med egenvarde —2.

b) Om A &r en 3 x 3 matris med kolonnerna a;, as och az sadana att 4a;, = 2a; —3ag,

sa har ekvationssystemet Ax = 0 oandligt manga losningar. (1p)
2
Svar: Sant, x =t | —4 | loser ekvationen for alla t € R.
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c¢) Det finns en inverterbar kvadratisk matris A med egenvérde 0. (1p)

Svar: Falskt. Egenvirde A = 0 ger 0 = det(A — \I) = det(A) sa determinantkri-
teriet ger att A inte ar inverterbar.

5.a) Los differentialekvationen zy’ + 2y = 27 cosz, = > 0. (2p)
Losning: Ekvationen ar linjir av forsta ordningen och kan skrivas v + 22~y =
z~2cosz. Integrerade faktorn blir 2l = em(@®) = 22 Differentialekvationen

ger da

2y 4 2ry = cosx = 2y = /cosxdx =sinz +C = y =2 2sinz +z2C.
————
= (@?y)
b) Los differentialekvationen y' = z3¢72%, y(0) = 0. (2p)

Losning: Ekvationen ar separabel.

d
y =1’ & erﬁ =2°= [ eMdy= [ 2’de = Le® =12t + C.



Begynnelsevérdet ger att y = 0 da z = 0, dvs %eo = i04 +C=0C= % Los ut y:
e =1r'+1=y=1lm(la"+1).

c) Los differentialekvationen y” + ¢’ — 6y = 2. (2p)
Losning: Ekvationen &r linjar av andra ordningen med konstanta koefficienter.
Vi borjar med den homogena ekvationen y” 4+ 3y’ — 6y = 0. Den karakteristiska
ekvationen dr 0 =72 +7r — 6 = (r + 3)(r — 2) som har rétter r; = —3 och ry = 2.
Detta ger losningarna iy, = Ce™3% + Che??,

Pa grund av att hogerledet har gradtal 0 och ldgsta derivatan &r av ordning 0 sa
blir ansatsen for partikuldrlosningen y, = A som har y, = 0 och y = 0. Sétter
vi in detta i differentialekvationen far vi —64 =2 = A = —%. Sa y, = —

Svar: y =y, +yp = Cre 3" + Coe®™ — 3.

1
3

1

z(lnz)? (2p)

6. Bestdm den primitiva funktionen /
Losning: Variabelbyte ger

t—lnx
/ = /—th —t! +C_ +C.
(In z)® 1dx—dt

7. Omradet 1 — 22 <y < 22+ 1, —1 < z < 1 roteras runt z-axeln. Beriakna rota-
tionsvolymen. (2p)
Losning: Den efterfragade rotationsvolymen blir rotationsvolymen mellan z-axeln
och 22 + 1 minus rotationsvolymen mellan z-axeln och 1 — 2, dvs

1 1
V:/ 7T($2+1)2—7T(1—$2)2d:v:7r/ ot 2202 + 1 — (1 — 222 + 2*)do

1 -1

! 4 .10 8
= 7r/ dx%dr = 7 [—xg} = —T.
1 3 1., 3

8. Berakna gransvardet
I V1t a2 —e*
im

z—0 2z cos(z) — log(1 + 2x)

med hjalp av MacLaurin utveckling. (3p)
Lo6sning: Fran standardutvecklingarna far vi

V1+a?2 =14 12+ 0",
¢ =1+4a2°+ Oz,
27 cos(x) = 2 — 2 + O(a?),
log(1 + 2z) = 2z — 22° + §2° + O(a?),

vilket ger
i V1422 —e* . 1+ 122+ 02t — (1 + 22+ O(zY))
im = lim
w0 2z cos(x) —log(1+2z)  2=0 2z — a3 + O(a*) — (2z — 222 + S23 + O(a?))
—322 + O(z?) . —3+0(z?)
= lim N = lim 1
w0222 — S8 + O(2t) 902 — Fr + O(z?)
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