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Tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Gréans for G ar 12 poang, och grans for VG ar 18 poang.

1 2 1 1
1. Betrakta matrisen A= | 0 —1 —2 | och vektorn b= | 1
1 1 -1 1
a) Avgér om b € Col A. (1p)
b) Hitta minstakvadratlosningen till AZ = b. (2p)
Losning.
a) Vi har
1 2 111 1 2 1|1 1 2 1 1
0 -1 =201 | ~msm-1 | 0 -1 =21 | ~msm-n | 0 -1 =2| 1
1 1 —-1|1 0 -1 =210 0 0 0| -1

Foljaktigen ar I;¢ Col A.
b) Vi ska l6sa ATAZ = ATb. Vi borjar med att beréikna

1 0 1 1 2 1 2 30
ATA=|2 -1 1 0 -1 -2 =136 3
1 -2 -1 1 1 -1 0 36
och
1 0 1 1 2
ATb=12 -1 1 1l=1] 2
1 -2 -1 1 -2

Systemet ar nu

2 3 0] 2 2 3 0 2 3 0] 2
363 2 | ~pLa |0 3/2 3 —1 ~soriom | 003 6] —2
03 6|2 0 3 6|-2 el o 0 00
2 0 —6| 4 1 0 =3 2
~Moten | 00306 =2 b~y (0012 —2/3
00 010 m-im | 0 0 0 0
Vi har alltsa 7 = 3x3 + 2 och 9 = —2x3 — 2/3. Losningen ar ddrmed
2 3
r=1-2/3 |+ | -2 |t
0 1

for valfritt ¢.



1

2. Hitta en ortogonalbas B till R? innehallande vektorn 51 = | 2 |, och berakna
0
1
koordinaterna till € = | 0 | relativt basen B. (3p)
0
B 1
Losning. Vi tar forsta basvektorn som b; = | 2 |. Andra basvektorn blir
0
. heas | Y 104214000 L 01 ol —2/5
bQ = €9 — —= b1 = 1 — B) B 5 2 = 1 - = 2 = 1/5
(AR 0 P+2+00 1y o] °lo 0
. —2
Vi kan skalera om och réknar vidare med b5, = | 1
0

Vi beréikgar nu tredje basvektorn. Har har vi 61 c€3=1-042-0+0-1=0, och
likadant by - €5 =—2-0+1-0+0-1=0. Tredje basvektorn blir alltsa

- R l_)’l'é’g—* 52'5’3—* 0 0 1 0 —2 0
b3 = €3 — S 11— —= b2 = 0 — = 2 — = 1 = 0
164112 16212 1] 2lo| °] o 1
Vi har alltsa ortogonalbasen
1 —2 0
B = 20,1 1 1,10
0 0 1

Eftersom B &r en ortogonalbas kan vi uttrycka €7 i basen B genom é] = cll;l —|—ng2 +
Cgbg, dar

G by 1-140-2+40-0 1

C1 = = = —

161 |2 12422+ 02 5

& by 1-(=2)4+0-140-0 =2
Cp = —— = —
AT (—2)% + 12 + 02 5

&by 1-040-0+40-1

||b3 02+02+12

3. Betrakta den kvadratiska formen Q(z1,zs) = 27 + 4z129 + 3.

a) Ta fram den symmetriska matrisen A som tillhér Q. (1p)
b) Ange en ortogonal diagonalisering av A, och hitta ett variabelbyte sadant att

kvadratiska formen () blir diagonal relativ de nya variablerna. (2p)
Losning.

a) Matrisen ges av

o)



b) Vi bestdmmer egenvirdena:

1—A 2

det[ 9 1

} =(1-A)?—4=X-22-3=A-3)(A+1).
Egenvardena &r alltsa \; = 3 och Ay = —1. For att berdkna en egenvektor v; till
A1 raknar vi
1-3 2 -2 2 1 -1
2 1-3 2 =2 0 0
} . Egenvektorn till Ay ges pa likadant satt genom att riakna
1+1 2 2 2 11
2 1+1 2 2 0 0]’

och vi ser att vy = [ _11 } Vi kan normalisera: ||7y|| = /124 (—1)2 = V2
och likadant ||| = /124 12 = /2. Diagonaliseringen av A ges alltsd genom
A= PDP dar

o[t 8] e[

och ser att v; = [ 1

}, ptl=pr=p

och det sokta variabelbytet ar

1/\/§ 1/\/§ a o L T+ To

1/\/§ —1/\/§ T V2 xi—x2 |

4. Ar nedanstaende pastaenden sanna eller falska? For att fa poang for riatt svar maste
du motivera varfor ett pastaende ar sant eller ge ett motexempel som visar att det
ar falskt.

=P l¥= {

a) Varje n X n matris har n linjart oberoende reella egenvektorer. (1p)
b) Det finns en nollskild n x n matris A (dvs inte alla element i A &r lika med noll)
sadan att dim Nul A = n. (1p)
1 25 4 2019
c) Vektorn | 1 | &r egenvektor till matrisen 4 2019 25 |. (1p)
1 2019 25 4
Losning.
. 0 —1 . 9 . .
a) Falskt: Matrisen 1 0 har karakteristiskt polynom A\* + 1, vilket inte har

nagra reella nollstéllen. Foljaktigen har matrisen inga rella egenvektorer.

b) Falskt: Om det finns ett nollskilt element sa har matrisen atminstone en piv-
otkolonn. Eftersom dim Col A ar lika med antalet pivotkolonner innebér det att
dim Col A > 1. Enligt dimensionssatsen har vi nu dim Col A + dim Nul A = n,
alltsa dimNulA =n —dimColA <n — 1.

¢) Sant:
25 4 2019 1 2048 1
4 2019 25 1 | =] 2048 | =2048 | 1
2019 25 4 1 2048 1

Det tillhoriga egenvardet ar alltsa 2048.



5.a) Hitta alla l6sningar till differentialekvationen y'e¥ = 2. (2p)
b) Hitta alla l6sningar till differentialekvationen y' + ylnx = z=7. (2p)
c) Hitta alla 16sningar till differentialekvationen y” — 5y" + 4y = 10 cos(2z).  (2p)
Losning,.

a) Genom att integrera pa bada sidor far vi
/eyy’(x) dr = 2xdx
@[/etdt} =22+ C
t=y(z)
¢ _ 2
& [e}t:y(w) =2+ C
s et =224 C
& y(r) =In(2® + O).
Losningen till differentialekvationen ar alltsa y(x) = In(z? 4 C).
b) Primitiven till Inz &r zlnx — z. Vi anvinder alltsa den integrerande faktorn
etlne=e — grlnze=e — 2Te=  Flkvationen blir nu lika med
(xze_zy(:n))/ =2 " (Y () —y(x)Inx) = 2% T2 ="
Genom att ta integralen far vi att
e y(x) = /e:D de =—e "+ C,
och alltsa ey
y(x) =e"z7 (e +C)=2""(1+Ce") = e .
:L\ZU
c) Differentialekvationens karakteristiska ekvation ar r? — 5r +4 = 0, som har rotter
. 5+ v25—-16 5+3
B 2 2
alltsa ;1 = 4 och ry = 1. Den homogena lésningen ar alltsa yy(z) = Che*® +Che®.
For att hitta den partikuléra losningen gor vi ansats yp(z) = A cos 2z + B sin 2z.
Vi beréknar yp(z) = —2Asin 22 + 2B cos 2z och y}(z) = —4A cos 2z — 4B sin 2z.
I vansterleden pa differentialekvationen far vi alltsa
(—4Acos2x — 4Bsin2z) — 5(—2Asin 2z + 2B cos 2x) + 4(A cos 2z + Bsin 2x)
= 10(B cos 2z + Asin 2z).
Detta ar lika med hogerleden precis om B = 1 och A = 0. Med andra ord,
yp(x) = cos 2x.
Den allmanna losningen ar given av summan av homogena och partikulara l6sningen,
och ar alltsa
y(r) =y (v) + yp(x) = Cr1e* + Che” + cos 2.
. . o 1
6. Berdkna integralen / —dx. (3p)
In2 er —e



Losning. Vi borjar med att berakna primitiven. Genom variabelsubstitutionen

d -
u(x):ex,%:e””:ufarm

1 1 1
/—dx:{/ 1d_u] :[/ 5 du} .
er —e @ u—uf o, us —1 u—e®

Integranden ar en rationell funktion med ndmnaren u? — 1 = (u + 1)(u — 1). Vi
delar upp i partialbrak genom att gora ansats

A N B Alu—1)4+Bu+1) (A+Bu+ (B—A)

u+1l u—1  (w+Dw—-1)  (u+1)(u—1)

Detta ar lika med integranden om (A + B)u + (B — A) = 1, alltsa A = —B och
B — A = 1. Det hér systemet har 16sning B = 1/2 och A = —1/2, och det foljer att

1 1 1
w?—1 2\u—1 wu+1)"
Vi kan nu rakna vidare:

1 1 1 1
|:/u2_]'du:|u:ex_§|:/u_1du—/u+1du:|u:e$

— %[ln(u — 1) — In(u + 1)]yees

1 u—1 1. -1
= —|ln =—In .
2 u—i—luez 2 er+4+1

Nu kan vi ta granserna: Vi har
T
1. el —1 2—-1

T 1 1. e*—1 1
—dl':—hl — 1n — N —-
ng € — e~ 7 e””+112 2 ef+1 2 2+1
n

2
_116T—1 1. 1 1. ¢e£—1 1In3
2

_ - —Clns ==
Tl 2t3T oM g

och i gransvardet

0 T T
/ - ;dx:hl—g—i—lln(lime 1)
1

no €T —e7 " T—oo f1,9 €% —e™ % 2 2 T—oo el + 1

1 1 1—e 7 1 1
Zn—3+—ln(lim ¢ >:n3+§ln1

2 2 T—oo 1 + e T 2
~ In3
=
. Hitta skdrningspunkter x; och x5 av cos z och sin z i intervallet [0, 27], och berdkna
arean som &r insluten av cosx och sinx i intervallet [z, x]. (2p)
Lésning. Vi har sinm/4 = cosw/4 = 1/v/2, alltsd kan vi ta 2; = Z. Eftersom
sin(a + m) = —sina och cos(a + m) = — cos « ligger den andra skirningspunkten i

To = %”. Vidare ar i intervallet sinx > cosx. Vi far alltsa

5m/4
/7r/4 (sinz — cosx)dx = [— cosx — sin x]f:/rf
5T

(—cos 2 —sin %) — (—cos § —sin %)

= (=(=1/V2) = (-1/v2)) = (=1/v2 - 1/V?2)
=4/V2.



8. Med hjalp av Maclaurinutvecklingar berékna en approximation till 1/ V2 med fel
mindre an 0.05. (2p)

Tips: 1/vV/2=/1/2=/1-1L.

Losning. Vi har Maclaurinutvecklingen

1 v _ gttt 9 e
(1+2) TR T st T n! !
1 1y_8y  (_2n-1
+ 2( 2)((7121_1)'( 2 )(1+0x)—n 1/2xn+1

Vi ska betrakta det i punkten x = —1/2. Eftersom

1 1
(1 — 6/2)n+172 2041
1 1 2n+1/2

< (1/2)n+1/2 gnt1 = Ton+1 1/\/§ <1

(1= 0/2)7" V2 (=1/2)" =

for 0 < 0 < 1, ser vi att feltermen ar hogst sa stor som den tillhoriga koefficienten.

Eftersom % < 1ioo = 0.05 racker det att ta med de forsta tre termerna. Vi far alltsa

1/V2=(1— %)1/2 ~14 —12/2 B (—18/2) N (—%2)

. 1 1 1 91
o 4 32 128 128’

Faktiskt dr 1/v/2 ~ 0.7071067811865475, och 91/128 = 0.7109375. Felet ir alltsa

L 000383071881 < 0.05.

128 /2



