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Tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Grans for G ar 12 poang, och grans for VG éar 18 poéng.

1. Matrisen A ar en 3 x 3 matris. Antag att A har egenviarden \; = 2, A\ = 1 och

1 1 1
A3 = —1 med tillhorande egenvektorer v; = | 1 |, v = 1 och s = | —1
2 —1 0
Bestdm matrisen A. (3p)
Losning. Det giller att A = PDP~! dar
2 0 0 1 1 1
D= 01 0 och P—(Ul,UQ,UP,)— 1 1 —1
00 —1 2 -1 0
Vi inverterar matrisen P:
1 1 1100 1 1 11 00 11 1 1 0 0
1 1 =101 0f{~{0 O —-2|-110|~]012/3/2/3 0 -1/3
2 -1 0|0 01 0 -3 -2|-2 01 00 1 [1/2 —1/2 0
1 1 1] 1 0 0 1 00(1/6 1/6 1/3
~|10101/3 1/3 —-1/3|{~1]0 1 0|1/3 1/3 -1/3
00 1|1/2 —1/2 0 00 1|1/2 —1/2 0
Da ar alltsa
1/6 1/6 1/3 1 1 1 2
Pt=11/3 1/3 -1/3 =12 2 2.
1/2 —-1/2 0 3 =3 0
och vi beraknar att
1 1 1 1 1]1[20 0 1 1 2
A:PDP‘1:6 1 1 -1 01 0 2 2 -2
|2 -1 0 | [0 0 -1 3 -3 0
1'1 1 17 2 2 4 (T2
=5 1 1 -1 2 2 =2 =5 71 2
2 -1 0 ][ -33 0 2 2 10

Alternativt:

Vi berdknar att o - vp = U5 - U3 = U3 - U7 = 0; basvektorerna &r alltsa ortogonala.
Detta betyder att om vi normerar dem blir matrisen P ortonormal, och da kan vi
enkelt invertera eftersom det giller M~! = M7 for alla ortonormala matriser M.
Vi har |0y = V12+ 12422 = /6, och vidare ||th] = /12 + 12+ (=1)2 = /3
och ||Ts]| = 1/12 + (—1)2 = v/2. Betrakta alltsa de skalerade egenvektorerna w;, =
71 /6, Wy = U5//3 och s = v3/+/2 och matrisen

V6 1/V3  1/V2 HERZERE
R = (wy,ih,dis) = | 1/vV6 1/V3 —1/V2 |=—=|1 V2 -3
2/vV/6 —1/v/3 0 Ve | -2 0



Den dr ortonormal och uppfyller alltsa R~! = RT. Genom att anvinda R i stillet
av P ovan far vi

BE V2 V3 2.0 017 4 11 2
ARDRT71\/§—\/§ 01 0 7\/5\/5—@
612 -v2 o 00 -1|V6|l 3 —v3 o0
1 V2 V3 2 2 4 17 2
=1 V2 -3 \/Eﬂ—\/i=712
2 -2 0 -3 V3 0 2 2 10
vilket ar samma resultat som ovan.
. Lat
1 -1 -3 -1
A=| -2 1 2 0
3 1 7 b5
Bestédm ortogonalbaser till Nul A och Col A. (3p)
Losning. Forst radreducerar vi matrisen:
1 -1 -3 -1 1 -1 -3 -1 1 011
-2 1 2 0 | ~msme2r |0 =1 =4 =2 | ~ [57-q1 014 2
3 1 7 5 HISIIS3L | g 4 16 g HISITHAIL | g g
1
Vi ser att de forsta tva kolonnerna &ar pivotkolonner. Da framstéaller by = | —2
3
B -1
ochby=| 1 | en bastill Col A. Eftersom by -by =1-(—=1)+(=2)-14+3-1=0
1
denna bas ér redan en ortogonalbas; vi behover alltsa inte ortogonalisera.
X
Nollrummet till A ges av allavektorerna ¥ = ig € R* som uppfyller
3
Ty
T+ T3 + x4 = 0
Ty + 4x3 + 224 = 0.
Dessa ekvationer kan skrivas om som xy = —x3—x4 och r9 = —4x3—2x4; nollrummet
Nul A innehaller alltsa alla vektorer pa formen
—T3— T4 -1 —-1
L | —Axy =2z, | | —4 . -2
xr= 3 = 1 T3 0 Ty.
Ty 0 1 1
-1 [ —1
o po . —4 . -2 . : .
Da far vi att vektorerna ¢; = 1 och ¢; = 0 bilder en bas till Nul A. Vi
0 1




diagonaliserar genom att satta v; = ¢; och

-1 —1
17_5_52-17117_ 2| (=D =D+(=4)-(=2)+1-0+0-1 | —4
SRR B (=1)% + (=4)2 + 12 + 02 1

1] 0
[ —1 ] -1 —1/2
2 9 4 L 0
10 80 1 | | —-1/2
1 0 1
—1 -1/2
Alltsa utgor v; = _1 och vy = _? /2 en ortogonalbas till Nul A.
0 1
3.a) Bestdm den allménna losningen till systemet av differentialekvationer (2p)
T (t) = —dx(t) — 224(¢)
b) Rita fasdiagrammet av 10sningen. (1p)

Losning. Systemet i (a) dr av formen Z'(t) = AZ(t) dar

T(t) = {xl(”} och A= [ -4 _2}.

Vi beraknar A:s egenvérden:

det { _43_A 3__2A } =(=4—=NB=X)—(=6) =X+ A —6=(A—2)(A+3).
Egenvardena ar alltsa Ay = 2 och Ay = —3. Egenrummet 7 till A; ar nollrummet
till [ _36 _12 } vilket ges av alla multipler till @, = _13 } P4 likadant sitt ar

egenrummet till Ay lika med nollrummet till matrisen _31 _62 ], vilket spanns

upp av vektorn vy = { _21 } Den allménna 16sningen ar alltsa

[ 28 } - [ 5 } Cre® + [ 2 } Coe™.
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4. Ar nedanstaende pastaenden sanna eller falska? For att fa poang for ritt svar maste
du motivera varfor ett pastaende ar sant eller ge ett motexempel som visar att det
ar falskt.

a) Varje méngd av n vektorer spéanner upp R™. (1p)
b) Lat A vara en n x n matris. Om A:s kolonner ar linjart oberoende, sa &r éven
A:s rader det. (1p)
1 3 -4
c) Matrisen | 0 2 5 | har tre linjart oberoende egenvektorer. (1p)
00 3

Losning.

a) Falskt: Det krdvs dven att vektorerna &r linjart oberoende. Till exempel spanner

1 2. 9
{O}OCh[O}mteuppR.

b) Sant: Eftersom A:s kolonner &r linjart oberoende sa &r A inverterbar. Enligt
sats innebar detta att dven AT &r inverterbar, vilket betyder att kolonnerna i AT
maste vara linjirt oberoende. Men kolonnerna i A” #r precis raderna i A.

¢) Sant: Matrisen har egenvérdena 1, 2 och 3. Enligt sats géller att om ¢ och ¥y &r
egenvektorer till skilda egenvarden A; och Ay, sa ar ¢} och v linjart oberoende.

5.a) Hitta losningen till begynnelsevirdesproblemet yy’ = 32 med y(2) =2.  (2p)

b) Hitta alla l5sningar till differentialekvationen ¢/ + 23y = e~ 17" 2, (1p)
c) Hitta alla 16sningar till differentialekvationen y” — 9y = 152, (2p)
Losning.

a) Genom att integrera pa bada sidor far vi

/Qy(x)y'(x) dr = /xs dx
A

<= |:/ 2t dt:| =—+4C
t=y@) 4
2 !

54 [t ]t:y(w) = Z+C
o _ !

&)y ="+ c

o

sSylr) ==+ R +C

Vi har alltsa y(2) = £v/4 + C, vilket enligt begynnelsevillkoret ska vara lika med
2. Da maste alltsa C' = 0, och vi har det positiva tecknet infor roten. Losningen

blir darmed y(x) = \/‘%4 = 117

b) Primitiven till 2% dr 12!, Vi anvinder alltsa den integrerande faktorn ei®’. Ek-
vationen blir nu lika med

Lot ! Lot (o 3 gt 124 4 4
(64 y(m)) =ei” (y'(z) + 2%y(z)) = ex” e 1" 2t = 2.

Genom att ta integralen far vi att



och alltsa
1.4 :L‘5
y(x) =e 2" (— + C'> :

c) Differentialekvationens karakteristiska ekvation ar r*> — 9 = 0, som har rotter
r; = 3 och ry = —3. Den homogena losningen ar alltsa yg(z) = C1e3* + Che™32.
For att hitta den partikulira 1osningen gor vi ansats yp(z) = Ae™2®. Vi beraknar

Yp(x) = —2A4e72 och y)b(x) = 4Ae~?*. 1 viinsterleden pa differentialekvationen
far vi da

4Ae7 % —9Ae % = —5Ae7 %",

Detta ér lika med hogerleden precis om A = —3. Med andra ord, yp(z) = —3e~2*.

Den allmanna losningen ges av summan av homogena och partikulara 1osningen,
och ar alltsa

y(r) = yu(r) +yp(z) = CLe3% + Che 3% — 3e7 2%,

4, .3 2 1
6. Berdkna primitiven / v 3 ’ 1—i—x+ dx. (3p)

Losning. Forst anvinder vi polynomdivision for att minska graden pa taljaren.
Héar har vi

st -+ l=( - 1) (2 +1) —2* + 2242,

-4+ r+1 —224+2r+2
dr= [ z+1+— " " dr
3 —1 3 —1

sa att

Namnaren i andra termen faktoriseras x> — 1 = (z — 1)(2? +  + 1). Vi anvander
alltsa partialbrak med ansats

A N Br+C  A@@*+x+1)+ (Bz+C)(z—1)
r—1 224+2+1 (x —1)(x2+z+1)
_(A+B)r*+(A-B+C)z+ (4 )

(x—=1)(z2+2+1)

For att detta ska vara lika med téljaren behover vi att A+ B=—1, A— B+C =2,
A—C = 2. De forsta och sista av de hér ekvationer ger att B = —1—Aoch C = A-2.
Genom att substituera detta in i den andra ekvationen far vi2 = A— B4+C = 3A—1,
alltsa A = 1. Med detta virdet blir B = —2 och C' = —1. Vi har alltsa visat att

—:c2—|—2x—|—2_ 1 " —2x—1 B 1 20 + 1
3 —1 -1 24z+1 r—1 x224z+1

Integralen blir darmed

-t r+1 1 2z + 1
dr = [ x+1+ 1~ dx
x_

3 —1 24+ x+1
x? 2¢ + 1
. n(z —1)— | =27 g,
2+x+ n(z—1) /ac?—l—x—l—l T

I den sista integralen kan vi substituera t = 22 +z + 1. Da blir j—; =2z + 1, och vi
inser att

20 +1 1 ,
/ ?+ax+1 = {/ t dt} t=a2+a+1 = t]_po gy = In(@" + 2 +1).



Den hela integralen ar alltsa

4 3 _ .2 1 2 2 1
/x +x 3x1+x+ dx:$—+x+ln($—1)—/Ldil?
‘Q’/'_

2 2+x+1
2

:x——kx—i—ln(m—l)—ln(ﬁ—i—x—l—l)—i—(]

2
x? r—1

= In|{ ——— C.
g T n(x2+x+1)+

7. Avgor om integralerna

1 2 ') 2
]1:/ Mdm och 12:/ (cos 7) dx
0 1

3 3

konvergerar. (Obs: Du behdver inte beridkna vérdena.) (2p)

Losning. Eftersom (cosz)? < 1 for alla z sa ar

oo 2 o
/ @w)w</ Lo
1 3 L2

vilket konvergerar. Enligt majorantkriteriet konvergerar darfor aven integralen I.

A andra sidan ir cosx > 1 /2 i intervallet 0 < z < 1. Det foljer att

1 2 1 1 22 1 1 1
/ mde/ %dmz—/ —dx,
0 T 0 4 ), x®

och denna integralen divergerar. Enligt minorantkriteriet divergerar alltsa dven I;.

8. Med hjalp av Maclaurinutvecklingar bestam heltalet a € N sadant att

sin(z?) — 2% cos(x?)

lim =c
z—0 T
for nagot nollskilt ¢ € R. Bestdm aven vardet pa c. (3p)
Losning. Téljaren ar
2\3 2\2
sin(z?) — 22 cos(2?) = 2 — <x3|) + O((z%)%) — 2? (1 - (2') + O((m2)4))
6 6
— 2 % +O@@) — 22 + % + O
6
=2 4 0@
3
Vi har alltsa
0 oma<5H
. 1 > J,
lim sin(z?) — 22 cos(2?) — lim M _ % for a = 6,
z—0 e z—0 Tre

odefinierat for a > 7.

Det sokta heltalet ar alltsa a = 6, och da blir ¢ = %



