MMGF11, Analys och linjir algebra, del 2

Salsdugga 2 — Losningar

Uppgift 1 (Analys)

Bestdam alla 16sningar till
y'(@) + 9/ () —y(z) = 2.

Losning.

Den allménna losningen &r av formen y(z) = yu(z) + y,(x) df y; betecknar den allménna
losningen till det homogena systemet (med hogerleden = 0), och y,(z) dr partikuldrlos-
ningen.

For att bestimma y;,(x) 1oser vi den karakteristiska ekvationen 72 +r — 1 = 0. Denna
ekvation har l6sningarna ry o = —%(1 + v/5). Den allminna 16sningen till den homogena
differentialekvationen ges alltsa av

yn(z) = C’le_%(p”/g)x + 026—%(1—\/5)95

For partikuldrlosningen gor vi ansats att y,(x) &r ett polynom med samma grad som
polynomet i hogerleden, alltsa y,(z) = Az + B for nagra lampliga konstanter A och B. Vi
beréikna virdena pa A och B genom att betrakta ekvationen y; () + y,(7) — y,(z) = 27.
Vi har y (z) = A och y,(x) = 0, alltsa y () + y, () — yp(r) = 0+ A — (Az + B) =
—Az + (A — B). Detta ér lika med 2z om A = -2 och A— B =0, alltsa B=A = —2.
Partikularlosningen blir alltsa

yp(r) = —22 — 2.

Vi far den allménna 16sningen

y(z) = yp(x) + yp(x) = Cre 20tV0e 4 0he=3(1-VBz 9, o

Uppgift 2 (Analys)
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Losning.
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Uppgift 3 (Linjir algebra)

1 -2 5
Lat W = span 21,1 -1 .Skrive= | 0 | somensumma ¥ = v+0+, dirv € W
0 1 —4
and 7+ € W+,
1
Losning. Rummet W+ &r méngden av alla vektorer @ som ér ortogonala med w; = | 2
0
-2
och Wy, = | —1 |. Det blir da:
1
6'1172 =0 —2U1—U2—|—U3 =0 \—-2 -1 1 -

Vi loser ekvationssystemet:

(L2 )~Ga)~01 k)

l6sningen ar alltsa u; = §U3 och uy = —%Ug, alltsa
2/3 2
W+ = span —1/3 = span -1

1 3



Eftersom u &r ortogonal med w; och ws och de senaste tva t linjart oberoende sa utgor
{wWy, Wy, u} en bas till R?. Detta innebér att ¢ kan skrivas som @ = ¢ + oty + c3.
Vidare har vi @ - U = ¢3|u]? eftersom @ &r ortogonal med w; och wy. Vi far alltsa

uU-U 10 — 12 1
Cc3 = = = ——.
ST laPr T 4+1+9 7
Detta ger att
1 —2/7
vt=—-a=| 1/7 |,
7
-3/7
och saledes
R 5 —2/7 37/7
V=0—v"=v—(=1/Ni=|(0 |- 1/7 | =] —-1/7
—4 —3/7 —25/7

Uppgift 4 (Linjar algebra)
Los systemet

() = =321 (t) + dao(t)
xh(t) = —2x1(t) + 3x2(t)

med begynnelsevirden z1(0) = 1 och x2(0) = 0.

Losning. Systemet kan skrivas som

och den allménna l6sningen ges genom
f(t) = Cl€>\1t’l71 + CgeAztUQ,

-3 4
-2 3
Vi ska alltsa fa fram egenvirdena och egenvektorerna till matrisen. Det gor vi genom att
rakna

déar A1, Ay dr egenvérdena till matrisen A = med tillhoriga egenvektorer oy, Us.

det (_?)_;A 33) = (-3-N)B-N)—4(-2) =N -9+8=N-1=(A-1)(A+1).

Egenvirdena ér alltsa A\; = 1 och Ay = —1.



Egenrummet till A; &r nollrummet till matrisen (_3 -4 ) = <:;L ;l), och vi har

-2 3-1
—4 4 _,_(—)’: —4U1+4U2 :0 — . — - 1
—2 2)" TV T 20420, =0 |- T vl
. . . 1
vi kan alltsa ta egenvektorn v; = (1)
. . . -3+1 4 -2 4 .
Egenvektorn till Ay = —1 beréknas likadant genom ( 9 34 1) =1 _5 4), och vi
har
—2 4 T g —2U1—|—4’U2 :0 _ . - 2
(—2 4)“_0—‘ —20 +4vy =0 ‘—”1_2”2 — ”_C<1)'
. o 1e o 2
Egenvektorn till Ay = —1 ar da v, = 1

Den allménna I6sningen till differentialekvationen &r alltsa

() = Cret G) + Chet G) |

Det kvarstar att bestdmma vérdena pa de fria konstanterna genom att anvénda begyn-
nelsevillkoren. Om vi sétter ¢ = 0 blir systemet

(o) red) =6 ) -6)

Vi loser efter C; och Cs:

1 21 011 1 10 1 0 -1
1 10 1 10 011 01 1

vi far alltsa C; = —1 och Cy = 1. Déarmed blir 16sningen till begynnelsevérdesproblemet

o=+ ()



