Ytintegraler, sammanfattning

For att berdkna en ytintegral: Valj en parametrisering r(s, t), (s,t) € D
avytan Y. Da ar
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Speciellt har vi att arean av ytan Y i rummet ges av

e



Exempel pa ytintegraler

Ex Berakna arean av en sfar med radien R

Ex Berakna massan av en halvsfaren med radien R,medelpunkt i origo
och z > 0, nar densiteteni (x, y,%) &r z (massa / areaenhet)

Ex Harled en formel for berdkning av arean av ytan som uppstar
nar grafen till f(x), a < x < b roterar ett varv runt y-axeln (f > 0).

Ex Harled en formel fOr berakning av arean av grafen till
S, M X,y el

Ex YtanY paramteriserasavr(s,t) =(scost,ssint,t),0<s<1,0<t <.
Den har i punkten r(s, t ) densiteten s. Berakna massan.




Troghetsmoment
En kropp K roterar runt en axel [ med vinkelhastigheten ¢

En massa som ror sig med farten v har rérelseenergin mv?/2.

Ett litet volymelement i kroppen som har avstandet a(x, y, z) till [
rér sig med farten aw och har da rérelseenergin

1 2 s @ (I, s 3:}
~2——p(aco) dxdydz w

Kroppen har alltsa rorelseenergin /
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dar J kallas tréghetsmomentent av K map [

Ex Cylindern y?+ 22 <1, |x| <1 haripunkten (x, y,z) densiteten 1 + x2.
Berakna trogehetsmomentet map z-axeln.



Troghetsmomentet for en yta Y ges av

fj pacds = J
Y

dar a ar avstandet till rotationsaxeln [

Ex Cylinderytan x? + y? =2, |z| < 3 har i punkten (x, y, 2) densiteten 1 + z°.
Berakna trogehetsmomentet map z-axeln.



Masscentrum

Masscentrum for en kropp ar en punkt kring vilken kroppen ar i jamvikt
med avseende pa varje parallellverkande tyngdkraft.

Anvands for att i fysikaliska sammanhang ersatta en kropp med en
punktformig massa.

Koordinaterna for masscentrum (x, v+, %7 ) kan beraknas enligt

nxr — fff Xplx, v,z2)dxdyd=
K

dar K ar kroppen med densitet p och massan m (som ar integralen utan x).
Samma typ av formel fér y,, 2.

Ex Kroppen K ges av x®+ y? <z < 1. Den hari(x, y,2) densiteten z.
Bestam masscentrum.



Koordinaterna for en ytas masscentrum (x, Y1, %7 ) kan beraknas enligt

mxy = ff xplx, v,21dS

dar Y ar ytan med densitet p och massan m (som ar integralen utan x).
Samma typ av formel for y, zr.

Ex YtanY gesav X+ y2 =z,2 < 1. Den hari(x, y,z) densiteten 2.
Bestam masscentrum.



Kurvintegraler

En funktion f ar definierad i punkterna pa en kurva y i planet.

Vi vill kunna berakna arean mellan funktionens graf
och kurvan. Betecknas med

Jf(x,y)ds
S

Area under x, y-planet raknas som negativ.

Med samma typ av argument som for ytintegraler kan man komma fram till
att den kan beraknas genom att man valjer en parametrisering
rt)=(x(t) vit))a=t¢t= b avkurvan v.

Man far

b b
Jf(x,y)ds=J f(r(t))lr’(t)ldt=f Fx(0), y(O)V x/(£)2 + y'(£)2 dt
Y a a

Area under x, y-planet raknas som negativ.

Ex Berakna kurvintegralen J} xy ds, dar kurvan y ges av 4 = 2x? + y~.
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Vektorfalt i planet

i

Ett vektorfalt &r en funktion F fran ett 6ppet omrade i planet til
Det betyder att vi fér varje punkt p i omradet har en vektor F(
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Vi illustrerar vektorfaltet genom att i varje punkt p avsatta vekt
Kan tanka: en kraft i varje punkt. /
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Ex Runt en ledare prallell med z-axeln uppstar tva vektor falt i x, y-planet.
Ett elektrostatiskt E och ett elektromagnetiskt B.
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