Funktioner fran R" till R™

En funktion f fran R" till R™ ar en regel som till (vissa) punkter x i R" ordnar
precis en punkt f(x) = (f;(x),f,(x),...,f,(x)) i R™. Funktionerna f,(x) ar f:s
koordinatfunktioner.

De punkter x som f ska anvandas pa ar tillsammans f:s definitionsmdéngd.

Ex Formeln f(x,y) = (x? - y?, xy) definierar en funktion fran R? till R?.

Om inget annat anges ar defintionsmangden den storsta mangde av punkter
dar f kan anvandas.

Ex Formeln f(x) = 1/(|x|%-1) bestammer en funktion med definitionsmangd
som bestar av alla punkter x utom de med avstand 1 till origo.

Ex Formeln f(x) = 1/(|x|%-1), dar |x|< 1, bestammer en funktion med
definitionsmangd som bestar av alla punkter x med avstand mindre an 1 till
origo.



Funktioner fran R? till R (reellvard funktion av tva variabler)

Ex z 4 * %y, fxy)

Till en sadan funktion kan man rita dess grafi R3.

Bestar av alla punkter (x,y,f(x,y)) , dar

(x,y) ligger i definitionsmangden. W

Kan vara ganska komplicerat att forsta hur grafen b

ser ut aven om formeln for f ar enkel.

Ex (En del av) grafen till

bl
TR
SRS

i
o <N,
L -‘l---_\\\% '%'.
b

St

ser ut sa har:

Man kan ha nytta av att rita kurvorna f(x,y) = k

(i planet), for olika varden pa kontanten k. Sadan kurvor kallas
nivdkurvor till f.Pa vaderkartor kallas nivakurvor
for lufttrycket for isobarer.

Ex Funktionen har niva kurvor xy = k(x? + y?)

for olika varden pa k.




Funktioner fran R3 till R

Ex f(x,y,z) = x> —2yz + 22
Kan inte rita grafer till sddan funktioner.

Ett satt att fa en uppfattning om dem ar att rita nivdytorna f(x,y,z) = k, for olika varden
pa konstanten k.

Ex Tva nivaytor till f(x,y,z) = x> —2yz + z? visas i figuren:

De kan vara extremt komplicerade att forsta.
Grafen till funktionen f(x,y) ar nivaytan

F(x,y,z) = 0, om vi satter F(x,y,z) =f(x,y) - z.



Funktioner fran R till R" (kurvor)

Ex f(t) = (t, t?>-1,t>+1) &r en kurva i rummet.
Man kan tanka sig att en sadan funktion beskriver en partikels fard i rummet: vid

tidpunkten t befinner den sig i punkten f(t) = (x(t),y(t),z(t)) . z 4 ft)=(x(t),y(t),2(t)
Mangden av punkter som partikeln

passerar kallas kurvans spdr, och f aren
parametrisering av sparet (som ofta ocksa kallas kurva). y

Ex f(t) = (cos(t),sin(t)), 0 <t<2m ar en parametrisering

av enhetscirkeln.

Ex f(t)=(cos(t),sin(t),t) ar en parametrisering av skruvlinjen. "

Ett spar har flera parametriseringar: f anger inte bara vilka punkter partikeln passerar
utan ocksa hur snabbt den ror sig.

Ex f(t) = (a cos(t), b sin(t)), 0 <t < 2m parametriserar ellipsen (x/a)? + (y/b)?=1.

Ex f(t) = (a cosh(t),b sinh(t)), —e= < t < == parmetriserar hyperbeln (x/a)? - (y/b)?>=1.



Ytor i rummet

En parametrisering av en yta i rummet ar en funktion

f(x,y) = (f1(x,y),f2(x,y),f3(x,y)), dar (x,y) ligger i en delmangd D till R2.
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Ex (Parametrisering av en sfar) Funktionen

f(s,t) = (cos(s)sin(t),sin(s)sin(t),cos(t)), dar 0<s<2m och 0<t<m

ar en parametrisering av enhetssfaren.



Funktioner fran R" till R" (koordinat byten)

Polara koordinater: (r, ) av bildas pa (r cos(cb) rsin(¢)),0<r,0sd<2m.
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Sfariska koordinater: (r, e, ¢) avbildas pa

(r sin(e) cos(), r sin(e) sin(¢p), cos(e)) ,0<r,0<e<m,0<P<2n
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Gransvarden av funktioner fran R" till R™

Antag att funktionen f har defintionsmangden D och att a ar en randpunkt eller en

inre punkt till D.
Funktionen har da grénsvdrdet A nar x gar mot a, om det for varje for varje positivt €
finns ett positivt & sa att

|Ix—a| < &6 och xi D |f(x) —A| <€.

Intuitivt: vi kan fa funktions varde att hamna godtyckligt ndara A bara vi valjer x tillrackligt

nara a. A
Detta skrivs

Man skulle ocksa kunna skriva

Som ar ett pastdende i en variabel.
Det betyder att de allmanna raknereglerna for gransvarden
fran envariabelanalysen galler ocksa i flervariabelanalys.




Ex Ex

existerar inte.

S

i
71T
1 [l

Man har ofta nytta av polara koordinater. Antag att (x,y) ska ndarma sig (a,b) . Om
vi skriver (x,y) = (a + r cos(t),b + r sin(t)), sa betyder det att r ska narmasig O.

(x,y)
)



Ett satt att gissa en funktions gransvarde nar variabeln x narmar sig a ar att lata

X narma sig a langs rata linjer. Men detta racker inte for att visa att en funktion har
ett visst gransvarde. Om man daremot far olika gransvarden langs olika linjer in mot a
kan man vara saker pa att gransvardet inte finns.

Ex (Varnande)
saknar gransvarde

nar (x,y) gar mot (0,0) . Men har grans-
vardet O langs varje linje in mot origo.

Koordinatprincipen

Funktionen f(x) = (f,(x),f,(x),...,f,(x)) har gransvardet A nar x gar mot a precis

nar f(x) har gransvardet A, forvarje i,1<i<n.



