Differentialer

Vi har sett att f (x) i punkten a har lineariseringen
L(a+h)=f(a)+gradf(a)-h

Den véasentliga delen ar avbildningen h — grad f (a) - h, som ar linjar i samma mening
som i kursen i linjar algebra.

Denna linjara avbildning kallas df(a)till f i punkten a.

Vi har alltsa

df(a)(h) =gradf(a)-h

Tank pa x; som funktionen x — x; da galler att dx;(a)(h) = h,.
av detta foljer att

df(a) = f/(a)dx,(a) + f,(a)dx,(a) + -+ f(a)dx,(a)

eller enklare
df — ffd.xl +f£d.]f2 + . ‘fr:dx”.



Parametriserade kurvor

Lat x(t) vara en kurva, d.v.s en funktion fran ett intrvall pa tallinjen till R".

Linjen geonom x(t,) med riktningsvektor x'(to) = (x;(to), x5(to), ..., X" (to)) &r den
linje som bést ansluter till kurvan i punkten x(t,).

Den fysikaliska tolkningen ar att x'(t,) ar hastigheten och |X'(ty)| ar farten vid tiden t,,.
Motbakgrund av den fyskikaliska tolkningen kan man forsta att /2ngden av kurvan

x(t), t € [a,b] bor vara
b
J x'(t)ldt,

vilket ocksa kan motiveras matematiskt.
Rakneregler:

(ex(t)) = cxX'(t)
() +y(t)) = X()+y()
x(t)-y(t)) = x'(t)-y(t)+x(t)-y'(¢)
(x(t)xy(t)) = x'(t)xy(t)+x(t)xy(t) foérkurvorirummet



Parametriserade ytor

En funktion r(s, t) fran ett omrade D i R? till R® kallas en parametriserad yia.
Vektorerna r;(so, to) och 1";(30: to) ger tva tangentvektorer till ytan.
Om vi forutsatter att koordinatfunktionerna i r ar av klass %' och att ingen av dessa

tangentvektorer ar 0 kan man se att

planet genom (s, to) med riktningsvektorerna r’(sy, t) och 1’ (s, to) fortja-
nar att kallas fangenip/an till ytan.

En normalvektor till detta plan ges av

I';(SD} 'tD) X l'; (SU: ED)



Tre metoder att berdkna tangentplanet till grafen av f (x, y)

Grafen till f(x, y), d.v.s ytan 2 = f(x, y), kan betraktas som nivaytan F = 0,
dar F(x,y,z) =2 — f(x,y) men ocksa som den parametriserade ytan
r(x,y) = (x,y, f(x,y)). Detta ger tre metoder:

1. f hari (a, b) linerariseringen L(x,y) = f(a,b)+grad f(a,b)-(x —a,y — b).
Grafen till den ar tangentplanet:

z=L(x,y)=f(a,b) + fi(a,b)(x —a) + f/(a, b)(y — b)

Det har normalen (—f/,—f/,1)
2. Tangentplanet till nivaytan F = 0 har normalen grad F = (—f,, —f,, 1).

3. Tangentplanet till den parametriserade ytan r har normalen

1 O
r><r— 0 1

Alla ger alltsa samma plan!

} = (~f1,~f1,1)

Shoh



Lineariseringav f: R" — R"™

En linjar avbildning R” — R ges av multiplikation med en matris A. Vi tanker pa
punkter i R" som kolonnvektorer.
En linjar approximation L(x) till f i punkten a bér darfér ges av

L(x)=f(a)+ A(x— a).

Vivill ha
f(x) — L(x) _ f(x) —f(a) — A(x—a) o

x—al x —a|

3

nar X — a. Om vi kollar taljarens koordintater ser vi att raderna i A ska vara
gradieterna till £:s koordinatfuntkioner f = (f1, f5, ..., f,,). Vi ska alltsa ha

[ o, f
o & 5 @) grad f, (a)
A=| | = ;
05 0y grad f,(a)
\ Ei’xl(a) 8.)::”(3))

Om valla koordintfunktioner i f &r av klass € far vi det 6nskade gransvardet. Matrisen
kallas funktionalmatrisen eller derivatan till f i punkten a och betecknas (bl.a) f'(a)



Kedjeregeln for f(g(x))

Matrisen f'(g(a)) bestammer den linjara approximationen till fi g(a) och g’(a)
bestdmmer g:s i a.

Darfor bestammer f'(g(a))g’(a) lineariseringen av f(g(x)) i a.

Detta ger kedjeregeln

(f(g(x))) = f(g(x))g'(x)



Funktional determinanter for funktioner fran R" till R”

Matrisen f'(a) (som nu ar kvadratisk!) bestammer linerariseringen av f i punkten a
och darmed i viss utstrackning f:s beteende i narheten av a.
Beteendet av en linjar avbildning bestams i sin tur i viss utsrackning av dess determinant.

lalet
rad f;(a
af, & f 1(a)

6’.:(*}-

detf'(a) = det (=" (a) ) =

grad f,,(a)

ar darfor intressant.
Det kallas funktiol eller Jac nenav fipunkten a.
Det betecknas (nagot férvirrande) med

d(f) . d(fl!f?.:"*:fn)
d(x) N d(xy,Xo,...,X,)




Funktional determinanter for funktioner fran R" till R" forts.

Kedjeregeln och produkiregen fér determinant av matriser ger
det((f(g(x))")) = det(f'(g(x))) - det(g'(x))

eller kortare
d(fog)  d(f) d(g)

d(x)  d(g)d(x)

Om, speciellt g ar inversen till f, sa ar fo g = x. Eftersom d(x)/d(x) = 1 far vi

Funktionaldeterminanten till inversen av en funktion ar inverterade vardet av
funktionens funkitonaldeterminant.



Geometrisk tolkning av funktionaldeterminanten

Funktionen f har i punkten a lineariseringen
L(x)=f(a)+f(a)(x—a)

Den beskriver (i viss utsrackning) funktionens beteende i narheten av a.
Absolut beloppet av determinanten f'(a),

|det f'(a))]

ar ett matt pa hur den geometriska skalan andras nar man multiplicerar med den.
| tva variabler anger det hur ytskalan andras, i tre hur volymskalan &ndras:

e | tva dimensioner ar det arean av den parllellogram som spanns av “tangentvek-
torerna” f’ (a) och f;(a)

e | tre dimensioner ar det volymen av parallellepipeden som spanns av “tangentvek-
torerna” f_(a), f (a) och f (a).



Inversa funktionsatsen

Vi vet att en matris ar inverterbar om dess determinant &r # 0.

Det betyder att lineariseringen till f i punkten a ar inverterbar om detf'(a) # 0.
Man kan undra om da ocksa f &r inverterbar.

Det galler inte generellt eftersom, men om man bara tanker sig att f ar
definierad i en (tillrackligt liten) omgivining till a, s& stammer det (om f ar €1).



Implicit givna funktioner

Det ar inte ovanligt i naturvetenskap att man har en funktion men ingen (explicit) formel
férden. Allt man vet ar att den finns och uppfyller ett visst samband; den arimplicit given.

Ex Tank pa y som en funktion i sambandet x* + y* = 1. Vi ser att kurvan (cirkeln) runt
de flesta punkter &r grafen till en funktion y, men inte runt 1, 0.

Om vi sétter F(x,y) = x* + y?, s& &r kurvan nivakurvan F = 1.

Gradienten 2(x, y) ar vinkelrat mot kurvan i varje punkt.

Vi observerar att i (=1, 0) den vinkelrat mot y-axeln.

Detta visar sig gélla generelli:

Sats Antag att F(x, y) ar en € funktion och (a, b) en punkt pa nivakurvan F = C. Om
F;(a, b) # 0 (d.v.s grad F(a, b) inte &r vinkelrat mot y-axeln) sa &r nivakurvan i narheten

av (a, b) graf till en €*-funktion: y = f (x).

Fran sambandet F(x, f(x)) = C kan man bestamma derivator till f(x) och t.ex. dess
Taylorpolynom kring a.



