1. Ytan &r nivaytan g(z,y,z) = 0, dir g(x,y,2) = 2> + 2y — 2

Lésningar till MMGF20 Flervariabelanalys (Fysikprogrammet)

2z, som har gradi-

enten Vg = (22 + y° — 22,3zy%, —22x). En normal till tangentplanet ges dirfor av
Vg(3,1,2) = (3,9,—12) = 3(1,3,—4). Vi kan vélja normalen (1,3, —4)

En ekvation for planet ges dérfor av

0=(1,3,-4)- (x—3,y—1,2—2)=x+3y — 4z + 2.

Svar: 0 =2z + 3y — 4z + 2.
. Soker stationdra punkter. Vi deriverar och far

0 = f = 2oy+22+y=yRor+2y+1) (A)
0 = f, = 2> +doy+r=a(r+4y+1) (B)

Fran (B) far vi x = 0, som i (A) ger y = 0, eller y = —1/2 eller z = —4y — 1, som i
(A)ger0=—6y—1dvsy=—1/6 och x =—-2/6=—1/3 eller y =0 och z = —1.

Totalt far vi fyra stationdra punkter: (0,0), (0,—1/2), (=1,0) och (—1/3,1/6)

(070) (07_1/2) (_170) (_1/37_1/6)
Y 0 - 0 —1/3
7 —2rfdy+ 1| 1 -1 —1 —1/3
= 0 0 —4 —4/3

Detta ger i (0,0) den kvadratiska formen @ = 2hk/2 = hk som &r indefinit och (0,0)
ar en sadelpunkt.

I (0,—1/2) #r den kvadratiska formen Q = —(h? 4 2hk)/2 = —((h + k)? — k?)/2, som
ar indefinit. Vi har en sadelpunkt

I(—1,0) 4r den Q = —(hk +2k?) = —(2(k+h/4)? — h?/8) som ir indefinit och (—1,0)
ar en sadelpunkt.

I (-1/3,-1/6) blir det Q = —(h? + 2hk + 4k%)/3 = —((h + k)? + 3k?%)/3, som ir
negativt definit, sa vi har en lokal max-punkt.

Svar: Sadelpunkter i (0,0), (—1,0) och (0,—1/2). Lokal max-punkt i (—1/3,—1/6).

. Vi gar over till poliara koordinater x = rcost, y = rsint och far da omradet E som
gesav 0<r<2,0<¢ <.

Vi far da
// (2 +y)dedy = // (r’cos®t +rsint)rdrdt = {cos’t = (1 +cos2t)/2} =
D E

2 .
t 2t ™

/ {r?’f 473 SR 2 cos t} dr =
0 0

2 4
- [Greanar= 5]l -
16
Svar: 27 + ?

. Lat K beteckna kroppen. Vi ska da berikna

I:///yzd:cdydz.

Vi gar over till sfiariska koordinater x = rsinf cos ¢, y = rsinfsin¢, z = rcosf och
har att kroppen motsvars av D som ges av 0 <7, 0 < ¢ < 7/2 och 0 < §7/2. Vi har
da funktionaldeterminanten 72 sin 6.



Variabelbyte ger
I = /// 7 sin ¢ sin @ r cos 0 r2 sin 0 dr dé df =

= [l 5 =55

Svar: 1/15

. Kurvan #r nivakurvan g(x,y) = 1, dir g(z,y) = 222 + y? — 4, som har gradienten
Vg = (4z,2y).

Lokala maxima och minima antas i punkter som l6ser

{Vng
g=20

Det forsta villkoret kan formuleras: matrisen med raderna Vf = (1+y/2, —1/v2+xz/2
och Vg ska ha determinant 0. Det blir da

T4+y/2 —1/V2+2/2 ‘
2y

Ax =2+ y? +2v2x — 227 = (y + V22)(y — V2 +2)

0=|

Vi ska alltsa 16sa

0 = (y+V2r)(y—v2r+2) (4)

4 = 227+ (B)
Den 6versta ekvationen ger y = —v/2x eller y = v/2z — 2.
Det forsta alternativet ger i (B) 4 = 422 och x = +1. Detta ger oss tva punkter
(1,—v/2) och (—1,+/2).
Det andra alternativet ger i (B) 4 = 422 — 4v2x 4+ 4, eller 0 = z(xz — v/2), sd& z = 0
eller z = /2. Detta ger punkterna (0, —2) och (v/2,0).

Vi berdknar nu

F,=V2)=2-1/V?2,
F(=1,V2) = =2 —1/V2,
£(0,-2) = V2,

f(vV2,0) = V2

Vi har att (2 —1/v2)% = (2v2 - 1)?/2 =9/2 — 2V/2)
Vi undersoker vilket som &r storst av 2 — 1/ V2 och V2 genom att sitta fragetecken
som olikhet mellan dem. Vi far

2-1/V27V222V/2-1722V273
I 2v/2 7 3 ser vi att olikheten ska vara < eftersom vinster led har kvadraten 8 medan
hoger har 9. Alltsa ar 2 — 1/v/2 < /2
Svar: Storsta virdet #r v/2 minsta ir —2 — ﬂ/Q
. L&t 7 beteckna kurvan. Vi ser att 4 = x2 4 292, sa kurvan ligger pa en cylinder i z-led

over ellipsen 4 = 22 +2y? i x, y-planet. Vi noterar att sista koordinaten fér en normal
till cylindern har z-koordinat som é&r 0.

Vi berdknar rotationen for att om mdojligt anviinda Stokes sats:

0/0x 0/0y 0/0z

tF = 422 =
o y + dzyarctan(z?) (8 — 4y?) arctan(z?) 13:_231
z

B ((4x2 — 16 + 8y?)z Sxyz — Sxyz

2
T4 e ,—1 — 4z arctan(z ))



7.

Lings cylindern dr 4z? + 8y? — 16 = 4(z? + 2y%2 — 4) = 0 eftersom 4 = 22 + 2y? s4
rot F = (0,0, —1 — 4x arctan(z?2))

Vi viljer nu Y som ytan pa cylindern mellan ellipsen 4 = 22 + 2y? i z, y-planet (dér
z = 0) och kurvan i uppgiften, med utatriktad normal. Normalens riktning ges av
(22,4y,0), sa rot F- N =0

Da #ar 9Y = (—v) + o dér o &r ellipsen i z, y-planet genomlopt i positiv riktning.
Enligt Stokes sats giller

/ F~dr+/F-dr://F-NdS:0.
—y o Y
/F~dr:/F~dr
lo% o

Kurvan o dr rand till ellipsskivan Y’ med uppatriktad normal, sa Stokes sats ger igen

/F~dr:// rotF-NdS

Y’ ligger i x, y -planet, déir z =0, sa rot F = (0,0, —1) och rot F'- N = —1 .Vi far nu

/F~dr:/gF-dr://l(—1)dS:—Area(Y’):—7r-2\/§

dir vi anvint att en ellipsskiva med ekvationen (x/a)?+ (y/b)? < 1 har arean wab och
att Y/ dr skivan (v/2)% + (y/v2)? < 1

Svar: —2v/27.

Detta ger

(b) Vi har Vf = (2zy, x?), s& riktningsderivatan blir

VI(1,2)-3,—4)/v3 + (-4)? = (4,1)- (3, —4)/5 = 8/5

Svar: 5/8
(¢) Riktningsderivatan &r storst i den riktning som ges av Vf(1,2) = (4,1)

Svar: (4,1)/V/17.



