Lésningar till MMGF20 Flervariabelanalys 11 03 10 (Fysikprogrammet)

1. En normalvektor ges av n = gradf(—1,2, 1), diir f(x,vy,2)) = zy+xy? — 22, eftersom
ytan dr nivaytan f(z,y, z) = —7. Vi har gradf = (y+y?, 2+22y, —22) somi (—1,2,—1)
blir n = (6, —5,2). Ekvationen {6r tangentplanet blir dirfor
0=1(6,-5,2) - (x —(-1),y—2,2— (—1)) = 62 — by + 2z + 18.

Svar: 0 = 6z — by + 2z + 18.

2. Vi har

fo = fuat [0

fy = fo2y+ 1
Detta ger att vénstra ledet blir yf; — 2f, = (ay — 4y)f, — 2f,. Viljer vi a = 4 blir
detta —2f;.
Med a = 4 har vi z = (u—y?)/4 = (u—v?)/4, s& hogra ledet blir v +y = (u—v?)/4+v
och vi far differentialekvationen f/; = —u/8 —v/2 + v?/8.
Integration ger f = —uv/8 —v?/4+v3/24+ g(u), déir g(u) dr en godtycklig deriverbar
funktion. Atergang till gamla variabler ger

flxy) = —(a+y?)y/8—y? /A+y° [24+g(4a+y?) = —ay/2—y? /4—y° /124 g(dz+y?).
Svar: f(z,y) = —wy/2 —y?/4 —y3/12 + g(4x + y?), diir g #r en godtycklig deriverbar
funktion.

3. Vihar f, =2z + 3y +v°, f, =3z +2xy, [}, =2, fI, = [1, =3+ 2y och [\ = 2z.
Vi soker stationdra punkter genom att 16sa (A) 0 = f; och (B) 0 = f, = x(3 + 2y).
Hér ger (B) att x = 0, eller y = —3/2. x =0 ger i (A) att 0 = y(3 +y), dvs y = 0,
eller y = —3. Detta ger de stationdra punkterna (0,0) och (0,—3). y = —3/2 ger i (A)
0=2x—9/24+9/4, dvs © = 9/8. Vi far en tredje stationér punkt (9/8,—3/2).

I (0,0) har vi fi', = 2, ff), = 3 och f; = 0, vilket ger den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h% + 6hk. Den #r indefinit for t.ex. Q(1,—1) < 0 och Q(1,1) > 0. Alltsa dr
(0,0) en sadelpunkt.

I (0,-3) har vi f, =2, fil, = =3 och f/\ = 0, vilket ger den kvadratiska formen

Q(h, k) = 2h? — 6hk. Den &r indefinit for t.ex. Q(1,1) < 0 och Q(1,—1) > 0. Alltsa r
(0, —3) en sadelpunkt.

1(9/8,-3/2) har vi f;, =2, f;}, = 0och f; = 9/4, vilket ger den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h? +9k? /4. Den &r positivt definit for den dr summan av tva kvadrater och
dérfor > 0, och = 0 bara nir h = 0 = k. Alltsa &r (9/8, —3/2) en lokal minimipunkt
till f.
Svar: De stationdra punkterna #r sadelpunkterna (0,0) och (0,—3) samt den lokala
minimipunkten (9/8, —3/2).

4. Viharatt z =9y?i0=a+y—2ger 0 =9y?> +y—2= (y — 1)(y + 2), dvs kurvorna
skérvarandra nér y = 1 (och z = 1) samt y = —2 (och z = 4).

Vi ser att D #r instingt mellan kurvorna x = 2 — y och = = 32, diir —2 < y < 1. Dér
giller att y2 <2 —y.

Vi integrerar dérfor forst med avseende pa x och sedan med avseende pa y:

Lt 2 17727 Lt g 3
//D(x—2)ydmdy = 5/4 [(9:—2) yL:yZ dy—§[2(y -y +4y —4y)dy—

1 1
= = [y4/4 —y/6+y" — 27 5 = S(~15/4+63/6 — 15+ 6) =

N =N

- (=45 +126 — 108)/12 = —27/(2 - 12) = —9/8.

Svar: —9/8.



5.

7.

8.

Vektorfiltets divergens ir 2xyz? + 2ryz? + 2xyz? = Tayz?. Om K ér den del av
enhetsklotet som ligger i forsta oktanten har det en rand som bestar av Y och tre
ytor till: Y7, Y5, Y3 som &r skidrningen mellan K och z, y-planet, x, z-planet respektive
y, z-planet. Om vi orienterar randen till K positivt (utatpekande normal) stdmmer
orienteringen pa Y.

Pa ytorna Y7 och Y5 och Y3 dr en av de tre koordinaterna 0 och dér med &r u = 0 pa

NS
L o I~

Overgang till rymdpolira koordinater ger (dér 0 <r < 1,0 <0 < 7/20ch 0 < ¢ <

w/2)

7 /// ryzlayz? dedydz = 7 /// rt cos ¢ sin ¢ cos? O sin? 6 - 2 sin 0 drdfdd =
K

1 1 opm/2
= [7'7} [f sin? ] / cos? §(1 — cos? §) sinf df =
2 0 Jo

Svar: Flodet blir 1/15.

Kurvan &r snittet mellan en parabolisk cylinder (i z-led) och en kon med spets i origo
och lodlinje ldngs z-axeln. Det betyder att kurvan &r randen till den del av konen
som ligger "under” den. Vi kallar denna yta Y. En normal N till konen ges av (en
normering av ) gradF, dir F = 22 + y? — 22, eftersom konen &r nivaytan F = 0. Vi
har gradF' = (2x,2y, —2z), som har riktning "nedat”. Med denna orientering av Y &r
—~ den positivt orienterade randen till Y.

Vi har
rot(u) = {3/8:1: 0/0y  0/0z

2 2
22 y(622 + 21,) y22622 } = (2yzez - 2yz€z 72272:1/) = (052'272?/)

Vi observerar att rot(u) - gradF = 0, vilket dven giller om gradF ersétts med sin
normering N. Stokes sats ger darfor

/7 _ —/_7:—//Yrot(u)-NdS:0

(b) Vektorfiltet F saknar potential eftersom (zy); = x, medan (cosxy), = —ysinxy
inte &r lika i férsta kvadranten.

Svar: 0.

Svar: Nej.

(b) Lineariseringen &r f(2,1) + gradf(2,1)(z — 2,y — 1). Vi har gradf = (2xy,2?)
som i (2,1) blir (4,4). Lineariseringen blir dérfor 4 + 4(z — 2) + 4(y — 1).
Svar: —8 + 4x + 4y.

(c) Den vixer snabbast i den riktning som ges av gradf(2,1) = (4,4).

Svar: (1/v2)(1,1)



