Lésningar till MMGF20 Flervariabelanalys 11 08 26 (Fysikprogrammet)

1. Vi har
z 1 T
af = ( -
gradf Z+1+(mz—y)2’ 1—|—(sr:z—y)27$+1—&—(362—3;)2)7
som ger
2 1 1 12 1 6
Af(—1,-4,2) = (24 2, — =, ~1— )= (=, =,
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Svar: (12/5, —1/5, —6/5).

2. Ytan #r nivaytan g(z,y, 2) = 2y +2y* — 2 = 0 och punkten pa ytan ir (1,1, f(1,1)) =
(1,1,2).
Vi har gradg = (y + 32,7 + 22y, —1). En normal till tangentplanet i (1,1,2) ges av
gradg(1,1,2) = (2,3, —1) dér. Eftersom det gar genom (1, 1, 2) &r dérfor 0 = (2,3, —1)-
(x—1,y—1,2—2) =2z + 3y — z — 3 en ekvation {or

Svar: 3 =2z + 3y — z.

3. Triangelskivan &r kompakt och f kontinuerlig, sa storsta och minsta vérde finns med
sékerhet.

Vi soker stationéira punkter i det inre av triangelskivan. Dar géller 0 = f, = (1 4+
x)e" %0 = f; = —3xze”" %Y. Den andra ekvationen ger x = 0 som inte ldser den
forsta. Stationdra punkter (i det inre) saknas.

Vi undersoker f ldngs randen pa omradet, som utgors av linjestyckena y = —2, 0 <
r<3,y=z/2-2,0<z<2samty=1-—z,2<z<3.

Vi far i tur och ordning fi(z) = f(x, —2) = 2e*¢, 0 < 2 < 3, fa(x) = f(z,2/2-2) =
e /26 0 <2 < 2samt fy(x,1 —x) = zet® 3,

Vihar f] = (14+z)e* 0, f) = (1—2/2)e>®/?16 samt f, = (1+4z)e*® 3, som alla #r icke-
negativa pa respektive funktions aktuella intervall. Det betyder att f1, fo och fs alla &r

vixande pa sina respektive intervall. Alltsa maste stérsta och minsta virden for f antas
i triangelns hérnpunkter. Vi har f(0,—2) =0, f(2,—1) = 2¢5 och f(3, —2) = 3¢°.
Svar: Storsta viirdet #ir 3e”, det minsta 0.

4. Vi gor det foreslagna variabelbytet och far med kedjeregeln f. = f/ -1+ f! -1 samt
[y =Tfu-(=a)+ f,-a,som ger 0 =3f, + f;, = f,(3—a)+ f,(3+a). Viviljer a = 3
och far ekvationen 0 = 6f;, eller 0 = f/. Detta ger f(z,y) = g(u) = g(z — 3y), dir g
ar en godtycklig deriverbar funktion av en variabel.

Vi ska ha sin3z = f(z,0) = g(z), vilket bestdmmer att g(u) = sin3u. Alltsa &r
f(z,y) = sin3(x — 3y)
Svar: f(z,y) = sin(3z — 9y).

5. Omradet &r insténgt mellan grafen till tva funktioner av x och integralen kan darfor

beriknas enligt
//&Eiydajd /4(/ 6+9x6xyd>dx__/4{3} 6+9Idx_
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:/ 1+1‘2+x) 1+x(6+9x)>dx:
.

4 P V- [-2 Lo
) 1—|—x T +302) Y T LT T T 1482l
1 1 2 6 182-30 152

_ 3 §+i 1_2 6 _182-30
- 3 5713 7 5 91 455 455

Svar: 152/455.



6. Massan ges av trippelintegralen av densiteten 6ver kroppen:

/// ryIn(l + 2% + y* + 2%) do dy d=.
K

Vi gar over till sfariska koordinater genom att sétta x = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢
och z = rcosf. T kvartsklotet ska 0 < r < 1,0 < ¢ < moch 0 < 6 < /2 och
absolutbeloppet av Jakobianen #r 2 sin . Detta ger

/// zyln(1 +2? + 92 + 23 dedydz =
K

:/// r*1In(1 4 %) cos ¢psin ¢ sin® O dr deo df) =
0<r<1,0<¢<m,0<0< /2

1 T T
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0 0 0

/2

1 1
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0

Det aterstar att berikna den sista integralen. Partiell integration och polynomdivision
ger

! 4 2 rP o]t 2 oS
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5
Svar: In(2)/15 — 13/45 + 7 /12.
K
7. v Flodet ges av ytintegralen fY F-NdS, dir N ar den
! uppatriktade normalen till ytan.
N // Ytan &r inte randen till en kropp, men genom att
lagga till ytan Y; som ges av z = 3, 2 + 32 < 1,
/4 —1 x med nedatriktad normal, far vi att Y + Y7 &r den
1 positivt orienterade randen till den kropp K som

bestdms av 3 < z < 4 — z2 — 9.
Vi har

. 0 0 0
dlva%(yz)+8—y(xy+z)+%(x)f0+:c+0—:£

Divergenssatsen och polédra koordinater ger

/+/ /// xdxddeZ// r(4—2*—y? —3)dedy =
Y Y1 K r249y2<1

3 5

/01 (/0%7“2(1 —r2)costdt) dr = [% - %];{sint}zﬂ =0,



vilket man ocksa kan komma fram till genom symmetriresonemang.

Ytan Y; parametriseras av r(z,y) = (2,9,3), 22 + y* < 1, som ger normalen

, , 1.0 0] _
rrxry{o 1 0}(0,0,1)
som &r motsatt riktad mot den normal vi ska anvdnda. Detta ger
/]F~NdS —/ ]F-NdS:// F(r(z,y))-(0,0,1)dxdy =
Y Y1 Y1

/ xdxdy:/ r?costdrdt =
z24+y2<1 0<r<1,0<t<2m

.0=0,

Wl =

vilket ocksa kan inses med symmetriresonemang.

Svar: 0.

8. (c¢) Funktionalmatrisen till f &r

2 2 “\2 4 )
T N lew=an
Lineariseringen ges av

B 2 1\ z-1\ /(2 2y -4\ _ ~ -
L(x,y)—f(1,2)—|—<2 4>(y2>_(5)+( 2x+4y10)—(2m+y 2, 2x+4y—5)



