MATEMATIK MMGF20 Flervariabelanalys, 7,5
Goteborgs universitet hp, V11

Repetitionsuppgifter

Gransviarden

1. Avgor grasnvirdet existerar. Betsam det i forekommande fall.
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Kedjeregeln och partiella differentialekvationer
2. Los differentialekvationen f; — xf, = y t.ex. genom att gora variabelbytet u = ax? +y, v =z for

limplig konstant a. Bestdm ocksa den l6sning f sadan att f(x,0) = 22 + 23/3.

3. Los differentialekvationen 22 f/ + ny{J =y t.ex. genom variabelbytet u =1/ — 1/y och v = 1/y.

Gradient och riktningsderivata

4. Bestdm f7(1,2) om v ir den riktning som bestéims av vektorn (—3,4) och f(z,y) = 2%y — 3zy
5. T vilken riktning vixer funktionen f(x,y) = z/y snabbast i punkten (—2,3)?

6. Betdm riktningsderivatan till f(z,y) = 2% — zy? + 32 i (1,1) i den riktning som ges av (3,4).
Tangentlinjer och tangentplan

7. Bestdm en ekvation for tangenlinjen till kurvan 2% + zy + 2y = 1 i punkten (1,0).

8. Besti#m en ekvation for tangentlinjen till den parametriserade kurvan r(t) = (2 +1,¢> —t) i punkten
(5,6) pa kurvans spar.

9. Bestim en parametrisering av tangentlinjen till den parametriserade kurvan r(t) = (t,t2,¢3) i
punkten (1,1,1) pa kurvans spar.

10. Ytorna 22 + 4% — 22 = 2 och x + y — 2¢* = 0 skiir varandra i en kurva genom (1, 1,0). Bestim en
parametrisering av tangentlinjen till kurvan i denna punkt.

11. Bestidm en ekvation for tangentplantet till ytan x® + 422y +y = 22 i punkten (1,0, 1).

12. Bestédm en ekvation for tangentplanet i punkten (1,3/2,2) till ytan som prametriseras av

r(s,t) = (5,52 + scos(t),s + V3ssin(t)), 0 < s < 2,0 < t < 2.

Taylorutveckling och lokala extemvirden

13. Bestim de lokala extrempunkterna till f(z,y) = zye 22V,

14. Bestédm Taylorpolynomet av ordning tva till f(z,y) = cos(z) cos(y) kring punkten (7/4,7/4).

15. Bestim de stationira punkterna till f(z,y) = 2% + 22y + 2y? och avgér deras karaktir.
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16. Bestim de stationdra punkterna till f(z,y) = 22 — 2%y + 2y? och avgor deras karaktir.



Linjir approximation, inversa och implicita funktionssatsen

17.

18.

Visa att sambandet ze¥ + ye* + ze* = 1 definierar z som en differentierbar funktion i en omgivning
till (0,1,0) Bestam z;,(0,1) och 2, (0, 1).

Visa att sambandet z(cosz + siny) = 0 definierar z som en funktion av x och y i nédrheten av
(0,0,0), men inte i ndrheten av (7/4, —m/4,1).

Optimering

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.
27.

Motivera att funktionen f(z,y) = 4zy? — x2y? — zy3 har ett storsta och ett minsta virde i triang-
elytan med hoérn i (0,0), (6,0) och (0,6). Bestdm dessa vérden!

Motivera att funktionen f(z,y) = zy antar ett storsta och ett minsta vérde i det omradet i planet
dir 222 4 y? < 1. Bestéim dessa virden.

Bestéim eventuella stoérsta och minsta viirden till funktionen f(z,y) = zy/(1 + 2% + y) pa sektorn
0<y<uz.

Bestiam eventuella storsta och minsta viirden till funktionen f(z,y) = (x +y)/(1 + 2% + 4?) pa
omradet 0 < z,0 < y.

Motivera att f(z,y) = (x +vy)/(1+ 2 +y?) har ett stérsta och ett minsta viirde i omradet som ges
avl<zxz+y <2 0<zoch0<y. Bestim ocksa dessa virden.

Motivera att funktionen f(x,y) = 9cy2e_952_y2 har ett storsta och ett minsta virde i omradet dér
22 +y? <2 och z < 0. Bestdm dessa virden!

Bestdm det storsta virde som f(x,y) = 2%y antar pa ellipsen x2 + 2y? = 1.
Betstdm storsta och minsta virdet som f(z,y,2) = x — y? + z antar pa ytan 22 + 2y% + 422 = 1

Bestédm strorsta och minsta virdet som f(x,y,2) =  — y + z antar pa skridrningen mellan ytorna
(x—1)2+y?’=zochaz+y+z=2

Dubbelintegraler

28.
29.

30.

31.

32.

Berékna [, ysin(zy)drdy, dir D gesav1 <2 <2,0<y < m/2.

Berikna

/2
// Jc—i—y 5 dr dy,
d:';ingesav1§x2+y2§4och0§x§y.

1+
—— dx dy,
//Dl—i-Qx-i-y 4

dir Dgesavl <2z +y<2 —-2<z-2y<1/2

//D sin((22 + y)?) dz dy,

dir D gesav2r+y <4,0<z, 0<y.

Berikna

Berikna,

Berikna [, (z —y)dS, dér Y ér ytan som ges av z =4 —a? —y>, 1 <z +y+2

33. Berikna arean av ytan som ges av z = 2 + 22 + 4%, z < 6.
Trippelintegraler
34. Berdkna fffK 22 dx dy dz, nir K #r den begrinsade kropp som innesluts av ytorna z = z2 +y? och

35.

z2=8—x2 -2

Berékna [[[, zdzdydz, dir K ér den del av enhetsklotet som ges av |z| <y, z > 0.



36. Berikna volymen av den kropp som ges av 4 > z > 2 + 4y°.
Kurvintegraler och Greens formel

37. Berikna kurvintegralen f,y 22 ds, dar v &r kurvan 22 +¢°2 =1
38. Berikna fﬂ/ rdz+ (x +y?) dy, dr v dr kurvan lings enhetscirkeln fran (0, 1) till (—1,0) i positiv led.

39. Beriikna fﬂ{ rydw + y? dy, dir v dr kurvan som gar fran (0,1) till (1,0) kortaste viigen lings en-
hetscirkeln och dérefter fortsdtter till (2, 1), kortste vigen lings cirkeln med medelpunkt i (2,0) och
radie 1.

40. Berédkna fy 2 dx + xydy, dir v #r kurvan som i tur och ordning gar lings linjestycken mellan
punkterna (0,0), (1,0), (0,1) och sedan tillbaka till (0,0).

41. Be?kna f,y(Sy — eSO dy + (To + /y* + 1) dy, dér v ir cirkeln 22 + y? = 9 genomlopt ett varv
medurs.

42. Berikna det abete som kraftfiltet F = (y? + sin x, ry) utriittar niir en partikel rér sig fran punkten
(3,2) till (0,5/2) kortaste viigen lings ellipsen 22 + 4y? = 25.

43. Beriikna det arbete vektorfiltet F = (z, zx,y2) utfor d en partikel ror sig lings kurvan (t,t2,t3),
och t gar fran 0 till 1.

44. Beriikna flodet av vektorfiltet u = (x + ¥, 2y + xsin(2? + 1)) genom kurvan y? =z, 1 <y < 2
riktning uppat(postiv y-koordinat).

Potentialer i planet

45. Bestdm alla funktioner g(y), sadan att gF blir konsvervativt nir F = (ysinz, y cos z). Bestdm alla
potentialer till gF', for dessa g.

46. Berakna

1 T
L=ty

for varje kurva v fran (1,2) till (—1,4) i omradet déir y > |z|.
47. Vilket eller vilka av foljande verkorfalt har en potential i omradet som bestar av planet utom origo?

(a) F = (2 +y,ay)

(b) F=(2/(2* +9%),y/(a* +1°))
(c) F = (2* +y2z,2%)

(d) F=(-y/(@*+y?),2/(a* + 7))

Bestdm alla potentialer i forekommande fall.
Gauss och Stokes satser

48. Berdkna flodet av vektorfiltet
u=(z+In(1 + 2?),y* + arctan z, zy?)
ut genom ellipsoiden 22 + 432 + 322 = 1.
49. Berékna flodet av vektorfiltet
u=(z+ e y+ cos(z?), 2)
genom ytan 22 + y% + 22 = 1, z > 0 med uppatriktad normal.

50. Lat v vara kurvan som ges av z = 8 — 22 — 9%, 2 = 4 + 32 genomlopt ett varv moturs sett uppifran
z-axeln. Berdkna

/ arctanz dr + (2% + y) dy — (e + y* + 22 /2) d=.
.

51. Beriikna [, rot(u)-NdS, nér Y &r ytan som ges av 2° +y® + 2% = 1, z > 0, med N r riktad bort
fran origo och
u = (2% In(1 + 2?), zy?,y + arctan z).



