Lésningar till MMGF20 Flervariabelanalys 12 03 09 (Fysikprogrammet)

1. Riktningsderivatan ges av gradf(—2,—1/2) e v.

Vi har gradf = (2zln(zy) + 2%y/(zy),2? - z/(zy)), som ger gradf(—2,—1/2) =
(—2,-8) = 2(—1, —4).

Det riktning v som (3,4) ger &r v = (1/4/9+ 16)(3,4), dvs v = (1/5)(3,4).
Riktningsderivatan blir alltsa (—6 — 32)/5 = —38/5.

Den riktning i vilken f vixer snabbast i punkten (—2, —1/2), ir den som ges av gra-

dienten, dvs (—1/v/17, —4/V/17).
Svar: —38/5 repsektive (—1/v/17, —4//17).

2. De stationéra punkterna till f &r 16sningarna till ekvationssystmet

0 = fl=8xy+2y=2y4zc+1)
0 = f,=42*42z—y/4
Den forsta ekvationen ger y = 0 eller x = —1/4. Alternativet y = 0 ger i den andra

ekvationen 0 = 22(2x+1), dvs = O eller x = —1/2. Detta ger de stationéira punkterna
(0,0) och (—1/2,0).

Alternativet = —1/4 ger i andra ekvationen 0 = 1/4 —1/2 —y/4, dvs y = —1 och
den stationdra punkten (—1/4,—1).

Vi bestdmmer koeffiecienter i den kvadratiska formen @ genom ytterligare derivering:

(0,0) | (=1/2,0) | (=1/4,-1)
T — 8y 0 0 -8
V= fr =8z +2 2 —2 0
7= —1/4 —1/4 —1/4 —1/4

I (0,0) har vi den kvadratiska formen Q = 4hk — k? /4 = —(k/2 — 8h)? + 64h?, som #r
indefinit: Q(1,16) = 64 och Q(0,2) = —1. Detta ger att (0,0) &r en sadelpunkt.

I (—1/2,0) har vi den kvadratiska formen Q = —4hk — k?/4 = —(k/2 + 8h)? + 64h?,
som dr indefinit: Q(1,—16) = 64 och Q(0,2) = —1. Detta ger att (—1/2,0) &r en
sadelpunkt.

I (—=1/4,—1) har vi den kvadratiska formen Q = —8h% —k? /4, som bara antar negativa

virden utanfor origo. Den ér alltsa negativt definit och vi har att (—1/4,—1) &r en
lokal maxpunkt.

Svar: Sadelpunkt i (0,0) och (—1/2,0) och lokal maxpunkt i (—1/4,—1).

3. Ellipsskivan dr kompakt och f kontinuerlig, sa storsta och minsta virde finns med
sdkerhet.

Vi soker stationéra punkter i det inre av ellipsskivan. Dér giller 0 = f; =y,0 = f; =
x, som ger punkten (0,0). Vi har f(0,0) = 0.

Vi undersoker f lings randen pa omradet, som utgérs av ellipsen (z/2)? + y? = 1.
Vi soker f:s storsta och minsta virde dér genom att anvénda ellipsens ekvation som
bivillkor: g(x,y) = (/2)% + y* = 1.
Vi ska l6sa systemet
{ grad f parallell med gradg
g=1

Det forsta villkoret kan formuleras som att determinanten med de tva vektorerna som
rader ska vara O :

X

_ Y
0= x/2 2y

=2y 2?2 = 2y — (2/2)%).




Efter denna omformulering av forsta ekvationen i systemet far vi i stéllet

{0 =y’ —(z/2)?
1= (2/2)* +¢°

Summan av dessa ekvationer ger 1 = 2y, eller y = +1/+/2, som i den forsta ekvationen
ger x = ++/2. Detta ger de intressanta punkterna (4v/2,41/+/2), déir f har viirdena
+1.

Svar: Storsta virdet dr 1, det minsta —1.

. Vi gor det foreslagna variabelbytet och far med kedjeregeln f. = f!/ -1+ f/ -1 samt
fy=Tfo-a+ f, (=1),somger 0 =4f; +3f, = fi,(4+3a) + f,. Vi viljer a = —4/3
och far ekvationen f] = 2cos(x —y) = 2cosv. Detta ger f = 2sinv + g(u), dir g &r
en godtycklig deriverbar funktion.

Med z och y som koordinater ger detta f(z,y) = 2sin(z — y) + g(z — 4y/3).

Vi ska ha y? — 2siny = f(0,y) = 2sin(—y) + g(—4y/3), vilket bestimmer, med t =
—4y/3, att g(t) = y* = 9t%/16.

Alltsé dr f(x,y) = 2sin(z — y) + 9(z — 4y/3)?/16.
Svar: f(z,y) = 2sin(z — y) + (3z/4 — y)2.

. Omradet D ir instéingt mellan grafen till funktionerna a(x) = x2 och B(x) = z, som
skir varandra nér 22 = z, dvs néir = 0 och niir x = 1.

Upprepad integration ger

//Daﬂyda:dy = /01(/ﬂ:ﬁydy)dx:—/241:22[y2K2dx:

1
= 5/(954_956)5195:
0

_ l[wj_wj]l_l@_l)_i
~ 2ls5 710 2\5 7/ 35
Svar: 1/35.

. Ytan parametriseras av r(z,y) = (z,y, 1 + zy). Derivering ger r}, = (1,0,y) och rj =

(0,1, x), vars kryssprodukt dr (—y, —,1) med lingd /1 + 22 + y2.
Med D som omradet 0 < z, 2% + % < 1 har vi dérfor

// #-\/1+x2+y2dxdy:
D 1+ 2%+ y?

// rdxdy
D

Overgé’mg till poldra koordinater med 0 < r <1 och —7/2 <t < 7/2 ger

I = /01(/Z//Zrcos(t)'Tdt)dr:/01r2[sint}i/:/2dr:2[g};:;_

- [ —2—as
v 1+ 22 452

Svar: 2/3.
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Vilj en mediankurva p till cylindern hogt upp pa cylindern ori-
enterad enligt anvisningarna i uppgiften. De tva kurvorna utgor
da till sammans randen till en yta Y pa cylindern. Den utat-

riktade normalen N = (z,y,0) (normering av gradienten till
22 +y? = 1) ger att med positiv orientering #r dD kurvorna -y
och —u.

Stokes sats ger

L+/M—Ay—/Lrot(u)oNdS,

dir u = (222, y(22 + 2y), 2).

0/0x 0/0y 0/0z | _
222 y(22 + 2p) (= (0 —2yz,—0+222,7)

rot(u) - N = (—2yz,2z2,7) e (z,y,0) =0

A_L+o.

Vi ser att vi kan erséitta v med en mediankurva, men ocksa med samma argument, att
vi kan ersétta mediankurvan med den mediankurva ¢ pa cylindern dér z = 0.

Detta ger

/:/Odm—I—y(O—i—xy)dy—!—Odz:/a:dey
v o

(e

Vi ska alltsa berékna en kurvintegral i planet dir o dr enhetscirkeln ett varv moturs.
Greens formel och polédra koordinater ger

1 27 4.1 27 1 1 1
/ = // yzdxdy:/ (7‘3/ sinztdt) dr = [r—} / —(1—=cos2t)dt=~-=-2m = T

Svar: 7/4.

(¢) Vihar div(u) =1+ 1+ 1 = 3, sa flodet blir med Gauss sats 3 ganger volymen av
enhetsklotet som &r 47 /3.

Svar: 4.



