Lésningar till MMGF20 Flervariabelanalys 12 06 07 (Fysikprogrammet)

1. Riktningsderivatan &r storst i den riktning v, som ges av gradf(1,1,1). Riktningsde-
rivatan &r i den rikntingen |gradf(1,1,1)].
Vi har
gradf = (y + 2xz,x + 2, 2% + y),
som ger gradf(1,1,1) = (3,2,2).
Detta ger |gradf(1,1,1) = 9+ 4 +4 = /17 och v = (1/|gradf(1,1,1)|)gradf(1,1,1) =
(1/V17)(3,2,2).
Svar: v = (3/V/17,2/+/17,2/+/17) repsektive V/17.

2. Vi bestéammer forst s och ¢, sa att r(s,t) = (1,2, 3). Detta ger ekvationssystemet
st = 1
st = 2
2(s—t) = 3

Den andra ekvationen delat med den férsta ger s = 2, som i den forsta ger ¢ = 1/2.
Man ser att dessa virden pa s och t loser alla ekvationer i systemet.

En normalvektor till tangentplanet genom (1,2,3) ges av n = r,(2,1/2) x rj(2,1/2).
Vi har

r., = (t2st,2)
r, = (ss% -2),

n - {1/3 i _3}—(12,5,2).

Vi kan ocksa vilja n = (12, —5,2). Gér vi det blir tangentplanets ekvation
0=12(x —1) —5(y —2) +2(2 — 3) = 120 — 5y + 2z — 8.

/

som ger

Svar: 8 = 12z — by + 2z.

3. De stationéra punkterna till f ar l6sningarna till ekvationssystmet

0 = fl=e%(ry+2ry®+1+2y)
0 = [ =e"(a?+ 227y + 2x).
Eftersom exponentialfunktionen alltid &r positiv ger detta
0 = yle+2zy+2)+1
0 = z(x+22y+2)

Den andra ekvationen ger x = 0 eller z + 2zy + 2 = 0. Alternativet x = 0 ger i den
forsta ekvationen 2y + 1 = 0 sa att (0, —1/2) &r en stationiir punkt till f.

Alternativet 0 = x + 2xy + 2 ger i den forsta ekvationen 0 = 1 som saknar 16sning.

Den enda stationédra punkten &r alltsa (0, —1/2). Vi undersoker dess karaktér genom
att bestimma den kvadratiska formen till f i punkten.

Vi har
(0,-1/2)
v = V(Y 1 20y° +y + 207 +y + 29°) 0
2= fo = €V (@®y + 207y 4+ x + 20y 4+ x + day + 2) 2
o = eV (a® + 208y + 227 + 227) 0

I (0,—1/2) har vi dérfér den kvadratiska formen Q = 0-h? +2-2- hk + 0 - k? = 4hk.
Vi ser att @ &r indefinit for (t.ex.) Q(1,1) > 0, medan Q(1,—1) < 0.

Det betyder att (0,—1/2) &r en sadelpunkt till f, som déirfor saknar lokala extrem-
punkter.

Svar: Lokala extrempunkter saknas.



Vi har att graferna y = 1 — 22 och y = (1 — 22)/2
skér varandra nir (1 — 2?) = (1 — 2?)/2, d.v.s nér

D — 12 22 =1, eller x = +1.
Y= En skiss av omradet D ges i figuren till vinster.
Vi far nu
y:(l_xz)/z 1 21—y
\ // m2ydxdy:/ xQ{y—}
D _
1

1 1 1 2 1(1—22)/2
- ' 3 3 [
:7/ x2(17x2)2dx:7/ (22 — 22* + 25) dx =
8/, s/,
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Svar: 2/35.

Kroppen K ér en fjardedel av ett halvklot med
radie 1. Den é&r instdngd mellan graferna till z =

Z
0 och z = m over omradet D i x, y-
K planet. Detta omradet #r kvartscirkeln z2 + y? <
1, z,y > 0.
- Upprepad integration ger
294/1—22—y2
Y /// xzdmdydx:// x[z—} dxdy =
K D 2 1o
Y
\
X

1
:f// r(1—2® —y?)dedy = I.
2JJp

Overgang till polira koordinater ger att D motsva-
rasav D' som gesav 0 <r < 1,0 <t < /2. Detta
ger

I:%//l(rcost)(lfrz)rdrdt:

Svar: 1/15.

. Ytan parametriseras av r(x,y) = (z,y,2% + y?), dir (x,y) ligger i omradet D som
bestims av 0 < x <y, 0 <y < 1. Derivering ger r;, = (1,0,2z) och r| = (0,1,2y),
vars kryssprodukt dr (—2z, —2y, 1) med lingd /1 + 422 + 4y2. Vi har dérfor, eftersom
z = 2% 4+ y? pa ytan Y, att

// V1i+4zdS = // V1+4x2 +4y2 /1 + 422 + dy? da dy =
Y D
1 4 y
= // (1—|—4x2+4y2)dazdy:/ [sc+f-x3—|—4xy2 dy =
D 0 3 0
1
16 . 1, 4 Ot 11
= 3 ) dy = | = - = -
/0 (y+3y) Y [2 vt y}o 6
Svar: 11/6.



Lat P vara ett fixt plan som i uppgiften. Vilj ett plan P;
vinkelrdtt mot z-axeln som skér denna langt ned. En del
av planen P och P; bildar da tillsammans med en del av
cylindern randen 0K till en begrinsad kropp K.

Flédet genom Y, ges av integralen | pr F.NdS dir, N ir
— N den uppatriktade normalen till Yp.

Y < — Y, Enligt Gauss formel har vi

/ F~NdS:/// divF du dy dz,
oK K

diar N dr den utatriktade normelen till K.
Vi har divF = 0P/0x + 0Q/0y + OR/0z, dér

F = (P.Q,R) = ((z + )y —(z + Dy, 2® + a2+ 22/2).

Detta ger divF =0— (z + D)z + z + 2z = 0.
Ytan 0K bestar av Yp, Yp, och en del Y av cylindern. Detta ger

o hdd

Lings Y ges den utatriktade normalen av N = (z,y,0) och

//YF~NdS://YOdS:O.
Jo= b

om vi ger Yp, den nedatriktade normalen. Om vi istéllet ger den den uppatriktade

normalen blir det
Lp B /}/Pl 7

Om vi later Py vara planet z = 0 far vi, eftersom P #r godtyckligt ovan att

Jo= b=

Vi har alltsa att flédet blir samma for alla plan som i uppgiften.

Av detta foljer att

For att berdkna vérdet kan vi gbra det for planet z = 0. Vi far da, om vi sétter
Yp, = D, dér D &ar enhetscirkeln, att

// F~NdS:// F-(0,0,l)dxdy:// 2?drdy = 1I.
Yp, D D

Med polira koordinater motsvarar D omradet D’ som ges av 0 <r < 1,0 <t < 27.
Vi far da
1 27 1
I:/ r3dr-/ cos’tdt = = - .
0 0 4

Svar: 7/4.



8. (c¢) Vi har enligt Greens formel, om 9D &r randen till ellipsskivan D, orienterad som
i uppgiften, att arbetet ges av

/ 2zyde + (22 +x)dy = / (=2 + 2z + 1) dz dy,

oD D

som &r arean av ellipsskivan. Ellipsen har halvaxlarna ¢ = 1/2 och b = 1, sa
skivans area &r abm = /2

Svar: 7/2.



