Lésningar till MMGF20 Flervariabelanalys 12 08 31 (Fysikprogrammet)

1. Ytan dr en nivayta till funktionen f(z,y,2) = zy + xy?> — 22 + 7, s& en normal till
tangentplanet ges av gradienten till f = xy + xy? — 22 + 7 i punkten (—1,2,—1).
Vi har gradf = (y + y?,x + 22y, —2z), vilket i den aktuella punkten ger vektorn
(6, —5,2), som alltsa ar en normal till tangentplanet. Det ger att plantet har en ekvation
6x — 5y + 2z = d. Men planet ska ga genom (—1,2,—1),s84 —6 — 10— 2 =d.

Svar: 6z — 5y + 2z + 18 = 0.

2. De stationéra punkterna till f &r 16sningarna till ekvationssystmet

0 = fl=8zxy+2y=2y(dx+1)
0 = [, =442z —y/4
Den forsta ekvationen ger y = 0 eller x = —1/4. Alternativet y = 0 ger i den andra

ekvationen 0 = 22(2x+1), dvs = 0 eller x = —1/2. Detta ger de stationéira punkterna
(0,0) och (—1/2,0).

Alternativet © = —1/4 ger i andra ekvationen 0 = 1/4 —1/2 — y/4, dvs y = —1 och
den stationdra punkten (—1/4,—1).

Vi bestdmmer koeffiecienter i den kvadratiska formen ) genom ytterligare derivering:

(070) (_1/270) (_1/47_1)
vz = 8Y 0 0 =3
v 7 = 8u + 2 2 —2 0
7= _1/4 ~1/4 ~1/4 ~1/4

I (0,0) har vi den kvadratiska formen Q = 4hk — k? /4 = —(k/2 — 8h)? + 64h?, som #r
indefinit: Q(1,16) = 64 och Q(0,2) = —1. Detta ger att (0,0) &r en sadelpunkt.

I (—1/2,0) har vi den kvadratiska formen Q = —4hk — k?/4 = —(k/2 + 8h)? + 64h?,
som dr indefinit: Q(1,—16) = 64 och Q(0,2) = —1. Detta ger att (—1/2,0) &r en
sadelpunkt.

I (—1/4,—1) har vi den kvadratiska formen QQ = —8h% —k? /4, som bara antar negativa

virden utanfor origo. Den ér alltsa negativt definit och vi har att (—1/4,—1) &r en
lokal maxpunkt.

Svar: Sadelpunkt i (0,0) och (—1/2,0) och lokal maxpunkt i (—1/4,—1).
3. Vi gor det foreslagna variabelbytet och far med kedjeregeln f. = f/ -a + f, - 0 samt
fy = fu-2y+f,-1,som ger 0 =yf, —2f, = fy(ay — 4y) — 2f,. Vi viiljer a = 4

och far ekvationen —2f! = z+vy = (u —y?)/4+y = (u — v?)/4 + v. Detta ger
f=—uv/8+v3/24 —v?/4+ g(u), dir g ir en godtycklig deriverbar funktion.

Med x och y som koordinater ger detta f(x,y) = —(4x + y?)y/8 + v*/24 — 4> /4 +
g(4z + y?). Som forenklas till f(x,y) = —xy/2 — y>/12 — y? /4 + g(4x + y?).

Svar: f(z,y) = —xy/2 —y3/12 — y? /4 + g(4x + y?).

4. Omradet kan ocksa beskrivas av 0 < y < 1, 0 < = < y2. Vi integrerar
forst med avseende pa x och far
y=+z

2

1 o=y 1 s
/ [yze’““’} dy = / (y’e’ —y?)dy =
0 z=0 0

_ {eya/g - y3/3}; =¢/3-2/3

Svar: (e — 2)/3.



Kroppen K é&r en fjardedel av ett halvklot med
5 radie 1. Den é&r instdngd mellan graferna till z =

0 och z = /1 — 22 — 42 6ver omradet D i x, y-

K planet. Detta omradet #r kvartscirkeln z2 + y2? <
1, z,y > 0.
Upprepad integration ger

2.3 /1—x2—y2
Y /// J;zdxdydx:// x[z—} ! dxdy =
K p L2110

X :1// r(1—2® —y?)dedy = I.
y 2JJp

D Overgang till polira koordinater ger att D motsva-
rasav D' som gesav 0 <r < 1,0 <t < /2. Detta
ger

I= %///(rcost)(l—ﬁ)rdrdt:

1Ly, /2 1/1 1 1
—5/0 (r —r)dr-/o costdt—ﬁ(g—g)-l—ﬁ.

Svar: 1/15.

Om Y betecknar cylindern ges flsdet av [ fYF - dr. En parametrisering
av cylindern ges av r(s,t) = (cost,s,sint) dir (s,t) € D och D ges av
0<s<2,0<t<2m Vifar

L 01 0)_ ,
rsxrt{ _sint 0 cost = (cost,0,sint)

som anger ritt riktning (bort fran y-axeln).

Med denna parametrisering blir déarfor flodet

27 2
// F-dr = / cos?(t)s(cost, s,sint) - (cost,0,sint) dsdt = / cos? t dt - / sds =
Y D 0 0

1 [ in 2t72m
7/ (1—|—cos2t)dt~2:[t+sm }
2 /s 2

=27

0

Svar: 2.



7.

(b)

Vi har Vf = (2xy, 2%), sa riktningsderivatan blir

VI(1,2)-3,—4)/v3 + (-4 = (4,1)- (3, —4)/5 = 8/5

Svar: 5/8
Riktningsderivatan dr storst i den riktning som ges av V f(1,2) = (4,1)

Svar: (4,1)/V/17.

Vi har enligt Greens formel, om 9D &r randen till ellipsskivan D, orienterad som
i uppgiften, att arbetet ges av

/ 2zydr + (22 + z) dy = / (=2 + 2z + 1) dz dy,

aD D

som dr arean av ellipsskivan. Ellipsen har halvaxlarna ¢ = 1/2 och b = 1, sa
skivans area &r abr = /2

Svar: /2.



