Kortfattade losningar till Tentamen i Naturvetarmatematik B,
Linjar Algebra 16 januari 2008

1. Bestim ON-baser for kolonnrum respektive nollrum till matrisen

1 -1 3
A=|5 -4 -4
7 -6 2
1 -1 3 1 -1 3
Losningar: man reducerar forst A: A=|5 -4 —4|><|0 1 —19|. Losningen
7 -6 2 0 0 O
x, = 1ot
till Ax=0 blir \x, = 19t vilket ger en enda ortonormerad basvektor for
X, = t
16
nollrummet, —1— 19 |. De tva forsta kolonnerna i A bildar en bas som kan
1
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ortonormeras med Gram-Schmidt till —| 5 | samt —| -5
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2. Los ekvationssystemet Ax=b dir A={2 4 1|lochb=|5].
1 2 1 4

Los sedan samma system med hjélp av minsta kvadratmetoden.
Kan man vara séiker pa att 16sningarna alltid blir desamma? Motivera!

Losning: Ax=0b loses med elimination som ger x = (1,0,3)
Minsta kvadratlosningen ges av A'Ax = A'b, och diven héir far man x = (1,0,3).

Sa maste det vara nir Ax =b har en entydig losning eftersom minsta kvadratlosningen
dar det x som gor att avstandet mellan Ax och b sa litet som mojligt.



3. Bestidm matrisen till den avbildning som gor att triangeln 7 med horn i punkterna
(1,1), (1,4) och (4,1) avbildas pa triangeln T med horn i (3,5), (9,17) och (6,8).

Berékna arean av T.
Beriikna med hjélp av detta arean av T.

Losning: pé grund av linearitet kommer 4(1,1)—(1,4) = (3,0) avbildas pé
4(3,5)-(9,17) = (3,3) och pad samma séitt 4(1,1)—(4,1)=(0,3) pa 4(3,5)—(6,8)=(6,12).

3 6 1 2
Det innebdr att avbildningens matris blir S = 1 = .
33 12 1 4

9 ~
Arean av T rdknar man Idtt ut till 5 och arean av T blir detS =2 gdnger sd stor,

alltsa 9.
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Ange villkor pa elementen a, b, ¢ och d som garanterar att M endast har reella
egenvéirden.

Verifiera att symmetriska matriser uppfyller villkoren.

Ange en icke-symmetrisk matris som uppfyller villkoren.

Losning: Egenvirdena till M dir lsningar till ekvationen det(M —AI)=0, det vill

siga > —(a+d)A+ad —bc =0. Denna ekvation har reella rétter om och endast om
(a+d) >4(ad —bc).

M dr symmetrisk exakt ndr b = ¢ vilket gor att villkoret ovan kan skrivas
(a— d)2 +4b* >0 som ju dr uppfyllt for alla a, b och d.

Till sist dr till exempel {1 J en icke-symmetrisk matris med reella egenvdirden.



0 1 0

S. Visa att matrisen A=| 0 0 1 | inte dr diagonaliserbar for nagot reellt virde

k> -3k 3k

pa konstanten k.

Losning: vi berdknar forst egenviirdena till A: det(A-AI)=0 < (k - 1)3 =0.4
har alltsa ett egenviirde, A=k, av multiplicitet 3.

For att A skall kunna vara diagonaliserbar mdste det finnas tre linjdrt oberoende
egenvektorer men eftersom A— Al #0 kan nollrummet till den matrisen som hogst ha
dimension 2.

. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska:

a) Om AA' #r inverterbar dr ocksa A inverterbar.
b) Om A+ B idr symmetrisk maste bade A och B vara symmetriska.

(A och B ir lika stora kvadratiska matriser.)

Lésning: a) Ja, ty det(AA")=(det A), sé det(AA")% 0= (det A) %0

. . 00 0 1
b) Nej, ta till exempel A= och B=
1 0 0 0



