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1 Bygga lutande torn som inte faller

Séag att du staplar traplattor pa foljande sétt:

Hur langt at sidan kan du komma innan stapeln faller om du har hur manga
plattor som helst till ditt forfogande? Boérjar man stapla “lite pa mafa”
mérker man snart att det dr svart att na sa langt. Man mérker kanske ocksa
att nér stapeln faller borjar oftast fallet i botten.

Om man vill veta hur langt man kan stapla i sidled &r det en bra ide att
forst fundera ut hur man gor for att stapla optimalt. Enkel fysik sédger oss
att tornet faller nir den sammanlagda tyngdpunkten ovanfor en given platta
hamnar utanfor kanten pa den givna plattan. For varje platta vi ligger pa
far vi alltsa ett till tyngdpunktsproblem att 16sa. Det som komplicerar saken
ar att den nya plattan ocksa dndrar pa alla de undre tyngdpunktproblemen.
Att stélla upp en matematisk modell for allt detta gar, men det blir mycket,
mycket svart att fa ut nagon information som berattar for oss hur vi skall
stapla optimalt.

Istallet for att tdnka pa det hir séttet kan man nu goéra nagot mycket smart
som mer har med “ren problemlésning” att gora &n med matematik. Tricket
ar att borja stapla uppifran och sedan stapla “sa optimalt det gar” nedat.
Varje ny platta ger fortfarande ett nytt tyngdpunktsproblem, men inget av
problemen ovanfor paverkas. Tyngdpunkten hos en platta ligger forstas i
mitten och darfor ar det bist att stapla de forsta tva plattorna pa foljande
satt

Vi vill nu ldgga platta nummer 3 sa att dess vinstra kant kommer i linje med
tyngdpunkten hos platta ett och tva tillsammans. Pa grund av symmetri
ligger denna tyngdpunkt i mitten av figuren och alltsa pa avstandet 1/4
fran platta tvas vinsterkant. Vi far alltsa foljande figur med tre plattor.

Tyngdpunkten for plattorna 1 och 2 tillsammans och tyngdpunkten for plat-
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ta tre ar utritade. For att hitta tyngdpunkten for de tre plattorna tillsam-
mans tittar man i figuren ovan och observerar att den maéste ligga mellan
den véanstra och hogra pilen. Mer exakt, den vénstra pilen representerar
dubbelt sa stor kraft som den hogra och darfor ligger tyngdpunkten dubbelt
sa néra den vanstra pilen som den hogra. Ténker man lite inser man kanske
att detta blir 1/3-1/2 = 1/6 fran den vénstra kanten pa den tredje plattan.
Vid denna punkt placerar vi nu platta fyra.
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Efter ett liknande argument inser man att nésta platta skall placeras 1/2-1/4
fran kanten pa plattan ovan. Foljande platta skall placeras pa avstandet
1/2-1/5 fran kanten pa plattan ovan och sa vidare.

Réknar vi hur langt at sidan vi nar blir det

R
246 8 10

eller, om vi bryter ut 1/2,

1(1+1+1+1+1+ )
2 2 3 4 5 7
Fragan om hur langt at sidan vi kan stapla kan nu 6verséttas till matematik

och blir da fragan om vad som hinder med

ISR L
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nér vi lagger till fler och fler termer. Varje term motsvarar ju precis en ny
optimalt placerad platta. Tar vi med 6 termer blir summan till exempel 2.45.
Tar vi med 100 termer far vi ungefir 5.2, och tar vi tusen far vi cirka 7.5.

Med vara plattor, som &r ca 20 cm langa, betyder det att vi kan komma
1/2-0.2-7.5, dvs ungefir 0.75 meter i sidled med tusen plattor (om vi staplar
optimalt).



Fragan ar nu om det finns nagon grians for hur langt man kan komma? Med
matematiska metoder och med hjilp av till exempel integraler kan man visa
att summan ovan kan bli hur stor som helt om vi bara tar med tillrackligt
manga termer. Pa matematiksprak siger vi att summan divergerar.

I sanningens namn bor vi dock papeka att det blir svart att i praktiken
bygga sa vérst langt at sidan. Serien ovan véxer vildigt sakta nar vi tar
med fler och fler termer. Faktum &r att om vi tar 1 miljard termer blir
summa, fortfarande bara ungefir 21 vilket motsvarar 2.1 meter. Tar vi 10'%°
termer blir summan cirka 230 vilket skulle motsvara 23 meter, men sa langt
kommer vi aldrig i praktiken eftersom 10'%° ir ett sa stort tal att det inte
tros finnas sa manga atomer i hela universum (&n mindre sa manga plattor).

I vara egna huvuden kan vi ju dock hantera betydligt stérre tal &n sa och vi
vet nu att vi i tanken kan bygga en stapel som nar precis hur langt i sidled
som helst.



2  Om konsten att vinna betingat godis i spel

Problemstéllning:

Vi har 3 skap, varav ett gommer en chokladbit. En besokare far vilja ett av
skapen. “Programledaren” (dvs du) 6ppnar ett tomt skap, som besokaren
inte valt (detta kommer alltid vara mdojligt da det finns tva tomma skap).
Besokaren erbjuds byta skap.

Fragestéllning:
Vilken strategi ér att foredra? Ar det béttre att byta skap, att stanna kvar
vid sitt forsta val eller spelar det ingen roll vad besdkaren véljer?

Forklaring:

I. Om vi bestimmer oss for strategin att alltid byta skap, dr sannolikheten
for vinst lika med sannolikheten att vélja ett tomt skap vid vart forsta val.
Sannolikheten att vilja ett tomt skap i forsta valet adr 2/3.

II. For alla 3 dorrar har vi 3 méjligheter/utfall.

dorr 1 | dorr 2 | dorr 3
fall1 | C T T
fall2 | T C T
fall 3 | T T C

dér C betecknar skap med chokladbit och T betecknar skap som &r tomt

Antag att besckaren véljer dorr 1. Om vi befinner oss i fall 1 6ppnas antin-
gen dorr 2 eller dorr 3 (i bilden ovan dérr 2). Om vi befinner oss i fall 2
Oppnas dorr 3 och fall 3 sa 6ppnas dorr 2.

Sannolikheten for vinst om vi behaller vart forsta val (dorr 1) ar 1/3 (ett
gynnsamt fall dividerat med 3 mgjliga) och sannolikheten fér vinst om vi
byter dr 2/3 (tva gynnsamma fall dividerat med 3 mdjliga).

III. Antag att vi har 100 skap (i stéllet for 3), varav ett innehaller en chok-
ladbit. Efter det att besdkaren valt 6ppnas 98 tomma skap bestkaren inte
valt. Sannolikheten att vi valde fel dorr i borjan dr ju 99/100.

For den som fortfarande inte tror oss kan vi hinvisa till internet-adressen;
http://www.amstat.org/publications/jse/v6n3/applets/LetsMakeaDeal . html



3 Den snale grosshandlarens vag

Det var en gang en grosshandlare som var sa snal att han knappt ville slita
sin balansvag. Han hittade pa alla mdéjliga ursdkter till sina kunder for att
slippa viga det han salde. Han sag emellertid alltid noga med att han fick
tillrackligt betalt for sina varor.

Nu hade han precis varit vid godisfabriken i staden och inhandlat 27 stycken
godispasar som han tinkte sdlja vidare. Precis ndr han limnade fabriken
gick han forbi dorren till kontoret pa godisfabriken och rakade da héra hur
verkmdstaren berdttade for direktoren att det under dagen tyvdrr skett ett
misstag. En av deras anstdllda hade lagt for mycket godis i en pase.

Var kdre grosshandlare hamnade nu i ett dilemma. Han var ju tvungen att
ta reda pa om han fatt med sig den extra fyllda pasen. Men det innebar ju
att han maste slita pa sin fina balansvag.

Hur skall han béra sig at for att behdva anvinda balansvagen sa fa ganger
som mojligt? Har i vart spel sa representeras godispasarna av legobitar. Det
man kanske inte ténker pa pa en gang &r att vagen har tre ldgen, inte bara
tyngst till vénster och tyngst till hoger utan ocksa jamvikt. Det kan man
anvinda for att dela upp legobitarna i tre hogar med nio i varje. Behall
en hog och jamfor de andra tva hogarnas vikter pa vagen. Med en vigning
kan man alltsa avgora vilken av dessa hogar som innehaller den dopade
legobiten.

Den utvalda hégen med 9 legobiter delar man i sin tur upp i tre hoga om tre.
Som tidigare kan man avgéra med en vigning vilken av dessa tre hdogar som
innehaller den dopade biten. Nu tar man och viger tva av dessa aterstaende
tre bitarna och behaller en kvar pa bordet. Denna sista vigning hjélper oss
avgora vilken av dessa tre som &r den dopade biten. Vi behévde alltsa 3
vigningar for att hitta den tunga bland 27 bitar.

Man kan borja och fundera pa hur det blir fér 26, och for 28 legobitar? Om
vi antar att vi har 26 bitar. Da gor vi tre hogar, tva hogar med 9 bitar i och
en hog med 8 bitar i. Vig de tva 9-hogarna mot varandra. Da kan man se
om nagon av dem &ar innehaller den dopade biten. I sa fall kan man fortsitta
som vid andra vigningen ovan.

Om de viger lika finns den dopade bland de 8 pa bordet. I sa fall delar vi
en dessa atta i tre hoger med 3 plus 3 plus 2 element, osv.



Nu borjar vi ana hur det fungerar. I féljande tabell skriver vi ner hur manga
vagningar vi minst behover for ett visst antal bitar.

Antal bitar Antal vigningar
1 0

1
2
3

Den som ténker efter lite nu kan inse att pa 4 vigningar kan jag klara en
méngd som gar att dela upp i tre hogar om maximalt 27 bitar, d vs vi klarar
3*27=81 bitar pa 4 véigningar. Nu borjar vi verkligen fatta hur det fungerar.
Med 5 végningar bor man klara 3*81=243 bitar. Om man nu observerar att
27 = 33,81 = 3% och 243 = 3°, skulle man nu rent av vilja pasta att med
k vigningar klarar vi dnda upp till 3F bitar. Grosshandlaren bor alltsa
villja att képa ett antal som #r av typen 3 for att lyckas hitta
den tunga pasen bland si manga pasar som mdjligt med sa fa
vigningar som mdjligt.

Efter att ha funderat ut detta tyckte grosshandlaren att han hade vildigt
bra lige om samma situation skulle uppkomma tgen. Men ndr han kom till
fabriken andra dagen fick han héra att ater igen hade en pase hade blivit
felaktigt fylld, men idag visste ingen om det var for mycket eller for lite i
pasen. Grosshandlaren tinkte att om han lyckades fa med denna pase i sitt
inkop kunde han ga med vinst om den var for tung, och om den var for litt
kunde han reklamera den. Efter allt problemlisande de sista dagarna var
nu grosshandlaren hjdrna upptrimmad och han kom fram till att han kunde
hitta den felaktigt fyllda pasen bland 12 pasar med bara tre vigningar

Hur g6r han?



4 Tornen i Hanoi

Denna lek har borjar med att du har tre pinnar, fixerade i en bottenplatta.
Pa en av pinnarna, vi kallar den pinne 1, sitter ett antal plattor. Plattorna
blir mindre och mindre ju hégre upp de ligger. Vart problem bestar i att
flytta alla plattor till en annan pinne. Detta vore enkelt om det inte var for
att vi skulle uppfylla vissa regler. Vi far endast flytta en platta at gangen
och vi far aldrig ligga en storre platta ovanpa en mindre.

Borjar vi med tre plattor dr det lédtt att se att att vi kan l6sa problemet.

il ] [ ]
l ] — | |

Om vi forscker med fyra plattor blir det lite svarare, men det visar sig att
dven detta problem gar att losa. Faktum &r att det faktiskt gar att losa
problemet med hur manga plattor som helst.

Detta kan man bevisa med nagot som kallas matematisk induktion. For
detta problem skulle man kunna resonera pa foljande sétt.

Vi vill visa att vi kan 16sa problemet med N antal plattor, dir N star for
nagot positivt heltal. Vi vet ju att vi klarar att 16sa problemet med en platta.
Lat oss nu latsas att vi kan 16sa problemet med N — 1 plattor. Vi kidnner
alltsa till en metod for att flytta N — 1 plattor fran en pinne till en annan.
Om vi nu vill flytta N plattor kan vi gora sa hér:

1. Flytta alla plattor utom den understa fran pinne 1 till pinne tva. Vi
har kommit 6verens om att vi vet hur detta kan goéra och behover
darfor inte redovisa varje steg.

2. Flytta den storsta plattan till pinne tre.



3. Flytta de N — 1 mindre plattorna fran pinne tva till pinne tre.

Om man tror pa det som kallas matematisk induktion (och det gér man
om man #r matematiker) har vi nu bevisat att det gar att losa problemet
for vilket antal (V) plattor som helst. Ar detta rimligt? Ja, vi vet ju hur vi
flyttat en platta. Med N = 2 séger var metod ovan hur vi flyttar tva plattor.
Tar vi nu N = 3 far vi en metod for att flytta tre plattor och sa vidare. Det
ar inte svart att tro pa att det fungerar for vilket antal som helst.

Nu nér vi vet att problemet géar att l6sa kan vi fraga oss hur manga “drag”
vi minst maste gora for att flytta N stycken plattor. Om vi later detta antal
betecknas med P(N) kan man, genom att titta pa punkterna 1-3 ovan, se
att vi maste ha

P(N)=P(N—1)+1+P(N—1)=2P(N —1)+ 1.

Detta &r ett exempel pa nagot som kallas en rekurrensekvation. Det finns
flera sétt 16sa sadana, med det som &r ldttast (iallafall littast att forklara) &r
metoden “gissa och bevisa med induktion”. Man kan ganska enkelt, genom
att borja med en platta och sedan rékna vidare, se att P(1) =1, P(2) = 3,
P3) =7, P(4) = 15,P(5) = 31 och sa vidare. Om man &r lite klurig kan
man gissa att antalet flyttningar skulle kunna ges av formeln

P(N)=2N —1.

For att bevisa detta anviander vi aterigen induktion. Vi behover alltsa visa
att var formel stammer for N = 1 och att om vi antar att den stdmmer for
N — 1 stammer den ocksa for N.

Att 2 — 1 = 1 &r ju inte sa svart att se, s fallet N = 1 &r enkelt. Antag
nu att vi vet att P(N — 1) = 2¥=1 — 1. Vi vill visa att detta innebér att
P(N) = 2N — 1. Vi bérjar med var rekurrensekvation och anvinder vart
antagande ovan. Da far vi

P(N)=2P(N —1)+1=202"""1—1)+1=22""1 _241=2N 1
vilket var precis vad vi behovde.

Man kan observera att antalet flyttningar vixer ganska fort med antalet
plattor. Till exempel gar det at drygt en miljard flyttningar for att flytta 30
plattor. Lyckas man flytta en platta i sekunder och jobbar utan paus tar en
sadan 6vning drygt 32 ar. Lycka till.



5 Bygg mobler och utnyttja resurser pa bista satt

o FEltt snickeri tillverkar bord och stolar. Man bygger dem av stora och
sma legobitar. Ftt bord bestar av tva bitar av vardera sorten, medan
en stol bestar av en stor och tva sma bitar. I lagret finns 6 stora och
8 sma bitar. Varje bord kan sdljas for 150:— och varje stol for 100:—.
Bitarna kan inte sdljas som de dr. Hur manga bord och hur manga
stolar ska vi bygga for att fa sa stora intdkter som majligt?

Sma bitar Stol

Stora bitar Bord

Eftersom vi tjinar mera pa att silja ett bord &n att sélja en stol borjar
vi med att bygga sa manga bord som mojligt.

Do D =

. . . a4
N > R % A % A > A,

Nér vi har byggt tre bord finns inga stora bitar kvar, men vi har tva
sma bitar 6ver. De tre borden kan siljas for totalt 450:—.

Eftersom vi har resurser (sma bitar) kvar finns det en mojlighet att
tjina mer pengar genom att utnyttja dessa. Men om vi skall anvénda
de tva “Overblivna” sma bitarna kan vi inte bygga sa manga bord som
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150:— + 150:— + 150:— 450:—

(T s

vi tdnkt fran borjan utan maste bygga stolar ocksa, trots att dessa inte
ger lika stora intakter per styck.

Om vi tar isdr ett av de tre borden “forlorar” vi 150:— av med de 450:—
som vi far om vi bygger tre bord.

Om vi lyckas bygga stolar kommer vi att tjdna 100:— per stol. For att
tjéina pa att bygga stolar i stéllet for det isdrtagna bordet ricker det
inte med att bygga en stol; vi maste bygga minst tva stycken stolar (2
x 100:— 200:-) for att tjina pa att ta isér ett bord.

Alltsa: prova med att ta isér ett bord och bygg s& manga stolar som
mojligt:

150:— + 150:— + 100:— + 100:— 500:—
Kan det finnas nagot sétt att tjina dnnu mer pengar med hjilp av

atta sma och sex stora bitar? Prova med att ta isar ett bord till och
bygg stolar av bitarna.

Om vi bygger fler stolar “tjinar” vi 100:— per stol, men da maste vi
ta isér ett bord, sa att vi “férlorar” 150:—. Totalt forlorar vi 50:— per
stol som vi bygger (utéver de tva som vi redan har.

Alltsa finns inget sétt att tjina mer pengar med hjélp av atta sma och
sex stora bitar &n att bygga tva stolar och tva bord.

Antag att vi kan “kopa” en stor bit till. Hur mycket pengar kan vi
tinka oss att betala for den och hur manga stora bitar dr virda detta
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150:— + 100:— + 100:— + 100:— 450:—

o =

Med hjilp av en stor bit till kan vi ta isdr en stol och istéllet bygga
ett bord. Pa detta tjénar vi 150:— minus 100:—. Alltsa kan vi ténka oss
att betala hogst 50:— per stor bit (betalar vi mindre &n 50:— gor vi en
fortjanst). Men eftersom vi bara har tva stolar att ta isér &r vi bara
intresserade av att kopa tva stora bitar. En tredje stor bit dr inte vird
nagonting for oss eftersom vi inte kan utnyttja den i mobelsnickeriet.

pris?

Antag istillet att vi kan “kopa” fler sma bitar. Hur mycket pengar kan
vi tanka oss att betala for dessa och hur manga sma bitar dr virda
detta pris?

Med hjilp av tva sma bitar kan vi ta isdr ett bord och istéllet bygga
tva stolar bord. Pa detta tjanar vi 2 x 100:— minus 150:—. Alltsa kan
vi ténka oss att betala hogst 25:— per liten bit, men endast om vi kan
kopa tva at gangen.

Eftersom vi bara har tva bord att ta isir ir vi intresserade av att kdpa
hogst fyra sma bitar. Ytterligare sméa bitar ar inte virda nagonting for
oss eftersom vi inte kan utnyttja den till mobelsnickeriet, om vi inte
kan kopa bade sméa och stora bitar, forstas.

Antag att priset for bord sjunker till 90:—. Hur skall vi bygga for att
tiina sa mycket som mdjligt?

Utga fran den “optimala” 16sningen, dvs. tva bord och tva stolar. Den
ger nu endast 380:— i intékter. Eftersom borden nu ger sdmre intakter
an stolar men kraver fler bitar for att bygga sa tar vi isdr borden och
bygger stolar av bitarna istéllet. Vi far totalt fyra stolar samt tva stora
bitar 6ver. Detta ger en total intdkt pa 400:—, vilket &r det bésta vi
kan fa ut nér priset pa bord dr sa lagt.
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6 Forst till 20

Detta dr en gammal matematiklek for tva personer. Den som boérjar siger
antingen talet 1 eller 2. Sedan turas man om att sdga nésta tal genom att, till
det senast sagda talet, addera antingen 1 eller 2. Den som séger 20 vinner.

Spelet blir lite roligare om man infoér en spelplan i stil med foljande figur

11]2|3]4]|5]6]7]|8]9]10[11]12|13]14|15/16]17|18[19]|20|

dér man flyttar fram nagon typ av spelpjas allt eftersom man adderar tal.

Alternativt kan man skriva upp siffrorna 1 till 20 pa ett papper och pa
nagot sitt markera de tal man hamnar pa i varje steg. Antag t.ex. att de
tva spelarna markerar sina tal med kryss respektive ringar. Da skulle en
spelomgang kunna se ut pa foljande sétt.

X[ 21Q)X 5 (O] 7 XO)| X 11102 ) 14/45] 16|X(@8] 191

I detta fall vann den spelare som bérjade (och som markerat sina tal med
kryss) men man kan fraga sig om motspelaren (med ringar) i nagot skede
kunde gjort annorlunda och forhindrat forlust. Mer specifikt kan man fraga
sig om det finns nagon strategi for att vinna i detta spel.

Efter att kanske ha spelat nagra ganger sa inser man snart att den som siger
17 kommer att vinna. Oavsett om motspelaren sedan adderar 1 (till talet
18) eller 2 (till talet 19) sa kan man ju dérefter alltid se till att hamna pa
20. Det &r da naturligt att gd vidare och fundera 6ver hur man hamnar pa
17. For att lyckas med det sa inser man (med liknande tankegangar som i
resonemanget med 17) att man bér hamna pa 14, ty oavsett om motspelaren
adderar 1 (till talet 15) eller 2 (till talet 16) sa kan man ju dérefter alltid se
till att hamna pa 17. Man kan sedan successivt med ett liknande resonemang
komma fram till att de andra nyckeltalen, pa vilket man bér hamna for att
vinna, &r 11, 8, 5 och 2. Slutsatsen ar saledes att for att vara siker pa att
vinna sa bor man vara den som borjar spelet och da véilja talet 2. Dérefter
skall man hela tiden se till att hamna pa ovan nadmnda nyckeltal.

[112)3]4|)6]7(®) 9 |10@D|12]13/d9)|15/16/07) 18|19(2)

Antag nu att vi &ndrar lite pa spelreglerna och istéllet tdvlar om att komma
forst till 21 (eller nagot annat godtyckligt positivt heltal). Vilken stragtegi
skall man da ha? Eller antag att man tillats att addera inte bara 1 och 2
utan dven 3 i varje steg. Hur skall man da goéra? Man kan ocksa fraga sig
huruvida det i dessa fall dr bast att borja eller inte?
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For att svara pa dessa fragor sa kan det vara pa sin plats att forst forsoka
forsta vad som ligger bakom den vinnande strategin i spelet Forst till 20
ovan. Vi behover forsta vad nyckeltalen 20, 17, 14, 11, 8, 5, 2 har gemensamt.
En viktig observation i vinnarstrategin ovan var det faktum att man alltid
kan se till att summan av tva efterféljande additioner/forflyttningar alltid
blir 3 (ty om motstandaren adderar 1 sa adderar du 2 och vise versa). Sa
om man bara hamnar pa det forsta nyckeltalet (i detta fallet 2) sa kan man
sedan hela tiden se till att hamna 3 steg lingre fram nésta gang, och till slut
hamna pa 20. Alla nyckeltalen har dérfér formen 2 + 3n, for nagot heltal n,
dvs de dr 2 + ett tal i treans multiplikationstabell. Andra sétt att uttrycka
detta dr att siga de har resten 2 vid division med 3 eller att de ar kongruenta
med 2 modulo 3 (vilket skrives = 2 (mod 3) med matematiskt formsprak).

Om vi nu istéllet tdvlar om att komma forst till n, dir n dr ett godtyckligt
positivt heltal, sa bor vi alltsa lista ut vilket det forsta nyckeltalet &r och
dérefter folja samma strategi som ovan genom att addera sa att summan
av tva efterfoljande drag hela tiden blir 3. Det forsta nyckeltalet (liksom de
ovriga) skall ha samma rest som n vid division med 3. Om t.ex n = 37 sa
ar resten 1 ty 37 = 1 4+ 3 % 12 s man skall alltsd vara den som borjar och
da vilja talet 1. Om t.ex. n = 21 sa &r resten 0 (ty 21 &r jamnt delbart
med 3) vilket innebér att det minsta positiva nyckeltalet #r 3 och for att
hamna déir sa maste motstandaren borja. Att det &dr just treans tabell som
har betydelse ovan beror pa att man bara far addera 1 eller 2 i varje steg.

Ség nu att det, utover talen 1 och 2, dven &r tillatet att addera nagon av
talen 3,4,5, ..., m, for nagot heltal m, i varje steg. Oavsett vilken av dessa
tal som motstandaren viljer att addera sa kan vi i efterféljande steg ocksa
addera ett tillatet tal sa att det tillsammans blir m + 1. Sa fran varje givet
nummer kan man, efter det att motstandaren gjort sitt drag, alltid hamna
m + 1 steg ldngre fram nésta gang man star pa tur att flytta/addera. Om
man tévlar om att komma forst till nagot heltal n sa ar det bara att, med
utgangspunkt fran n, stega sig tillbaka med m + 1 steg i taget for att se
vilka nyckeltal man boér hamna pa. Eftersom nyckeltalen skiljer sig at med
en multipel av m + 1 sa kommer de alla att ha samma rest vid division med
m + 1. Antag t.ex. att vi spelar forst till 10000 och far addera 1,2,3,4,5
eller 6 i varje steg (med ovanstaende beteckningar &r n = 10000 och m = 6).
Eftersom 10000 har resten 4 vid division med 7 (ty 10000 = 4 + 7 % 1428) sa
bor man alltsa se till att borja spela och da vilja 4 och dérefter se till att
hamna pa 11, 18,25, 32...,9996, 10000.

Ett annat klassiskt spel som paminner lite om Férst till 20 &r spelet Nim.
Nim spelas av tva spelare. Man har ett antal hogar med ett antal stickor
i varje hog (i det klassiska Nim hade man 3 hogar med 3, 5 respektive 7
stickor i varje hog). Spelarna turas om att vélja en hog och antalet stickor
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hon/han vill ta fran hégen (minst 1 och som mest hela hogen). Den spelare
som tar den sista stickan vinner. Det finns ett otal hemsidor pa internet dér
man kan spela olika typer av Nim-varianter interaktivt. Vilj t.ex. att titta
under Nim Games i raden av interaktiva applikationer pa sidan

http://illuminations.nctm.org/Activities.aspx?grade=all
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