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1 Bygga lutande torn som inte faller

Säg att du staplar träplattor p̊a följande sätt:

Hur l̊angt åt sidan kan du komma innan stapeln faller om du har hur många
plattor som helst till ditt förfogande? Börjar man stapla “lite p̊a måf̊a”
märker man snart att det är sv̊art att n̊a s̊a l̊angt. Man märker kanske ocks̊a
att när stapeln faller börjar oftast fallet i botten.

Om man vill veta hur l̊angt man kan stapla i sidled är det en bra ide att
först fundera ut hur man gör för att stapla optimalt. Enkel fysik säger oss
att tornet faller när den sammanlagda tyngdpunkten ovanför en given platta
hamnar utanför kanten p̊a den givna plattan. För varje platta vi lägger p̊a
f̊ar vi allts̊a ett till tyngdpunktsproblem att lösa. Det som komplicerar saken
är att den nya plattan ocks̊a ändrar p̊a alla de undre tyngdpunktproblemen.
Att ställa upp en matematisk modell för allt detta g̊ar, men det blir mycket,
mycket sv̊art att f̊a ut n̊agon information som berättar för oss hur vi skall
stapla optimalt.

Istället för att tänka p̊a det här sättet kan man nu göra n̊agot mycket smart
som mer har med “ren problemlösning” att göra än med matematik. Tricket
är att börja stapla uppifr̊an och sedan stapla “s̊a optimalt det g̊ar” ned̊at.
Varje ny platta ger fortfarande ett nytt tyngdpunktsproblem, men inget av
problemen ovanför p̊averkas. Tyngdpunkten hos en platta ligger först̊as i
mitten och därför är det bäst att stapla de första tv̊a plattorna p̊a följande
sätt

Vi vill nu lägga platta nummer 3 s̊a att dess vänstra kant kommer i linje med
tyngdpunkten hos platta ett och tv̊a tillsammans. P̊a grund av symmetri
ligger denna tyngdpunkt i mitten av figuren och allts̊a p̊a avst̊andet 1/4
fr̊an platta tv̊as vänsterkant. Vi f̊ar allts̊a följande figur med tre plattor.

Tyngdpunkten för plattorna 1 och 2 tillsammans och tyngdpunkten för plat-
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1/2 1/4

ta tre är utritade. För att hitta tyngdpunkten för de tre plattorna tillsam-
mans tittar man i figuren ovan och observerar att den måste ligga mellan
den vänstra och högra pilen. Mer exakt, den vänstra pilen representerar
dubbelt s̊a stor kraft som den högra och därför ligger tyngdpunkten dubbelt
s̊a nära den vänstra pilen som den högra. Tänker man lite inser man kanske
att detta blir 1/3 · 1/2 = 1/6 fr̊an den vänstra kanten p̊a den tredje plattan.
Vid denna punkt placerar vi nu platta fyra.

1/2 1/4 1/6

Efter ett liknande argument inser man att nästa platta skall placeras 1/2·1/4
fr̊an kanten p̊a plattan ovan. Följande platta skall placeras p̊a avst̊andet
1/2 · 1/5 fr̊an kanten p̊a plattan ovan och s̊a vidare.

Räknar vi hur l̊angt åt sidan vi n̊ar blir det
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Fr̊agan om hur l̊angt åt sidan vi kan stapla kan nu översättas till matematik
och blir d̊a fr̊agan om vad som händer med
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när vi lägger till fler och fler termer. Varje term motsvarar ju precis en ny
optimalt placerad platta. Tar vi med 6 termer blir summan till exempel 2.45.
Tar vi med 100 termer f̊ar vi ungefär 5.2, och tar vi tusen f̊ar vi cirka 7.5.

Med v̊ara plattor, som är ca 20 cm l̊anga, betyder det att vi kan komma
1/2·0.2·7.5, dvs ungefär 0.75 meter i sidled med tusen plattor (om vi staplar
optimalt).
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Fr̊agan är nu om det finns n̊agon gräns för hur l̊angt man kan komma? Med
matematiska metoder och med hjälp av till exempel integraler kan man visa
att summan ovan kan bli hur stor som helt om vi bara tar med tillräckligt
många termer. P̊a matematikspr̊ak säger vi att summan divergerar.

I sanningens namn bör vi dock p̊apeka att det blir sv̊art att i praktiken
bygga s̊a värst l̊angt åt sidan. Serien ovan växer väldigt sakta när vi tar
med fler och fler termer. Faktum är att om vi tar 1 miljard termer blir
summa fortfarande bara ungefär 21 vilket motsvarar 2.1 meter. Tar vi 10100

termer blir summan cirka 230 vilket skulle motsvara 23 meter, men s̊a l̊angt
kommer vi aldrig i praktiken eftersom 10100 är ett s̊a stort tal att det inte
tros finnas s̊a många atomer i hela universum (än mindre s̊a många plattor).

I v̊ara egna huvuden kan vi ju dock hantera betydligt större tal än s̊a och vi
vet nu att vi i tanken kan bygga en stapel som n̊ar precis hur l̊angt i sidled
som helst.
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2 Om konsten att vinna betingat godis i spel

Problemställning:

Vi har 3 sk̊ap, varav ett gömmer en chokladbit. En besökare f̊ar välja ett av
sk̊apen. “Programledaren” (dvs du) öppnar ett tomt sk̊ap, som besökaren
inte valt (detta kommer alltid vara möjligt d̊a det finns tv̊a tomma sk̊ap).
Besökaren erbjuds byta sk̊ap.

Fr̊ageställning:
Vilken strategi är att föredra? Är det bättre att byta sk̊ap, att stanna kvar
vid sitt första val eller spelar det ingen roll vad besökaren väljer?

Förklaring:
I. Om vi bestämmer oss för strategin att alltid byta sk̊ap, är sannolikheten
för vinst lika med sannolikheten att välja ett tomt sk̊ap vid v̊art första val.
Sannolikheten att välja ett tomt sk̊ap i första valet är 2/3.

II. För alla 3 dörrar har vi 3 möjligheter/utfall.

dörr 1 dörr 2 dörr 3

fall 1 C T T

fall 2 T C T

fall 3 T T C

där C betecknar sk̊ap med chokladbit och T betecknar sk̊ap som är tomt

Antag att besökaren väljer dörr 1. Om vi befinner oss i fall 1 öppnas an-
tingen dörr 2 eller dörr 3 (i bilden ovan dörr 2). Om vi befinner oss i fall 2
öppnas dörr 3 och fall 3 s̊a öppnas dörr 2.
Sannolikheten för vinst om vi beh̊aller v̊art första val (dörr 1) är 1/3 (ett
gynnsamt fall dividerat med 3 möjliga) och sannolikheten för vinst om vi
byter är 2/3 (tv̊a gynnsamma fall dividerat med 3 möjliga).

III. Antag att vi har 100 sk̊ap (i stället för 3), varav ett inneh̊aller en cho-
kladbit. Efter det att besökaren valt öppnas 98 tomma sk̊ap besökaren inte
valt. Sannolikheten att vi valde fel dörr i början är ju 99/100.

För den som fortfarande inte tro oss kan vi hänvisa till internet-adressen;
http://www.amstat.org/publications/jse/v6n3/applets/LetsMakeaDeal.html
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3 Den sn̊ale grosshandlarens v̊ag

Det var en g̊ang en grosshandlare som var s̊a sn̊al att han knappt ville slita

sin balansv̊ag. Han hittade p̊a alla möjliga ursäkter till sina kunder för att

slippa väga det han s̊alde. Han s̊ag emellertid alltid noga med att han fick

tillräckligt betalt för sina varor.

Nu hade han precis varit vid godisfabriken i staden och inhandlat 27 stycken

godisp̊asar som han tänkte sälja vidare. Precis när han lämnade fabriken

gick han förbi dörren till kontoret p̊a godisfabriken och r̊akade d̊a höra hur

verkmästaren berättade för direktören att det under dagen tyvärr skett ett

misstag. En av deras anställda hade lagt för mycket godis i en p̊ase.

V̊ar käre grosshandlare hamnade nu i ett dilemma. Han var ju tvungen att

ta reda p̊a om han f̊att med sig den extra fyllda p̊asen. Men det innebar ju

att han m̊aste slita p̊a sin fina balansv̊ag.

Hur skall han bära sig åt för att behöva använda balansv̊agen s̊a f̊a g̊anger
som möjligt? Här i v̊art spel s̊a representeras godisp̊asarna av legobitar. Det
man kanske inte tänker p̊a p̊a en g̊ang är att v̊agen har tre lägen, inte bara
tyngst till vänster och tyngst till höger utan ocks̊a jämvikt. Det kan man
använda för att dela upp legobitarna i tre högar med nio i varje. Beh̊all
en hög och jämför de andra tv̊a högarnas vikter p̊a v̊agen. Med en vägning
kan man allts̊a avgöra vilken av dessa högar som inneh̊aller den dopade
legobiten.

Den utvalda högen med 9 legobiter delar man i sin tur upp i tre höga om tre.
Som tidigare kan man avgöra med en vägning vilken av dessa tre högar som
inneh̊aller den dopade biten. Nu tar man och väger tv̊a av dessa återst̊aende
tre bitarna och beh̊aller en kvar p̊a bordet. Denna sista vägning hjälper oss
avgöra vilken av dessa tre som är den dopade biten. Vi behövde allts̊a 3

vägningar för att hitta den tunga bland 27 bitar.

Man kan börja och fundera p̊a hur det blir för 26, och för 28 legobitar? Om
vi antar att vi har 26 bitar. D̊a gör vi tre högar, tv̊a högar med 9 bitar i och
en hög med 8 bitar i. Väg de tv̊a 9-högarna mot varandra. D̊a kan man se
om n̊agon av dem är inneh̊aller den dopade biten. I s̊a fall kan man fortsätta
som vid andra vägningen ovan.

Om de väger lika finns den dopade bland de 8 p̊a bordet. I s̊a fall delar vi
en dessa åtta i tre höger med 3 plus 3 plus 2 element, o s v.
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Nu börjar vi ana hur det fungerar. I följande tabell skriver vi ner hur många
vägningar vi minst behöver för ett visst antal bitar.

Antal bitar Antal vägningar

1 0
2–3 1
4–9 2

10–27 3
...

...

Den som tänker efter lite nu kan inse att p̊a 4 vägningar kan jag klara en
mängd som g̊ar att dela upp i tre högar om maximalt 27 bitar, d v s vi klarar
3*27=81 bitar p̊a 4 vägningar. Nu börjar vi verkligen fatta hur det fungerar.
Med 5 vägningar bör man klara 3*81=243 bitar. Om man nu observerar att
27 = 33, 81 = 34 och 243 = 35, skulle man nu rent av vilja p̊ast̊a att med
k vägningar klarar vi ända upp till 3k bitar. Grosshandlaren bör allts̊a

välja att köpa ett antal som är av typen 3k för att lyckas hitta

den tunga p̊asen bland s̊a m̊anga p̊asar som möjligt med s̊a f̊a

vägningar som möjligt.

Efter att ha funderat ut detta tyckte grosshandlaren att han hade väldigt

bra läge om samma situation skulle uppkomma igen. Men när han kom till

fabriken andra dagen fick han höra att åter igen hade en p̊ase hade blivit

felaktigt fylld, men idag visste ingen om det var för mycket eller för lite i

p̊asen. Grosshandlaren tänkte att om han lyckades f̊a med denna p̊ase i sitt

inköp kunde han g̊a med vinst om den var för tung, och om den var för lätt

kunde han reklamera den. Efter allt problemlösande de sista dagarna var

nu grosshandlaren hjärna upptrimmad och han kom fram till att han kunde

hitta den felaktigt fyllda p̊asen bland 12 p̊asar med bara tre vägningar

Hur gör han?
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4 Tornen i Hanoi

Denna lek har börjar med att du har tre pinnar, fixerade i en bottenplatta.
P̊a en av pinnarna, vi kallar den pinne 1, sitter ett antal plattor. Plattorna
blir mindre och mindre ju högre upp de ligger. V̊art problem best̊ar i att
flytta alla plattor till en annan pinne. Detta vore enkelt om det inte var för
att vi skulle uppfylla vissa regler. Vi f̊ar endast flytta en platta åt g̊angen
och vi f̊ar aldrig lägga en större platta ovanp̊a en mindre.

Börjar vi med tre plattor är det lätt att se att att vi kan lösa problemet.

→ → →

→ → →

→

Om vi försöker med fyra plattor blir det lite sv̊arare, men det visar sig att
även detta problem g̊ar att lösa. Faktum är att det faktiskt g̊ar att lösa
problemet med hur många plattor som helst.

Detta kan man bevisa med n̊agot som kallas matematisk induktion. För
detta problem skulle man kunna resonera p̊a följande sätt.

Vi vill visa att vi kan lösa problemet med N antal plattor, där N st̊ar för
n̊agot positivt heltal. Vi vet ju att vi klarar att lösa problemet med en platta.
L̊at oss nu l̊atsas att vi kan lösa problemet med N − 1 plattor. Vi känner
allts̊a till en metod för att flytta N − 1 plattor fr̊an en pinne till en annan.
Om vi nu vill flytta N plattor kan vi göra s̊a här:

1. Flytta alla plattor utom den understa fr̊an pinne 1 till pinne tv̊a. Vi
har kommit överens om att vi vet hur detta kan göra och behöver
därför inte redovisa varje steg.

2. Flytta den största plattan till pinne tre.
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3. Flytta de N − 1 mindre plattorna fr̊an pinne tv̊a till pinne tre.

Om man tror p̊a det som kallas matematisk induktion (och det gör man
om man är matematiker) har vi nu bevisat att det g̊ar att lösa problemet
för vilket antal (N) plattor som helst. Är detta rimligt? Ja, vi vet ju hur vi
flyttat en platta. Med N = 2 säger v̊ar metod ovan hur vi flyttar tv̊a plattor.
Tar vi nu N = 3 f̊ar vi en metod för att flytta tre plattor och s̊a vidare. Det
är inte sv̊art att tro p̊a att det fungerar för vilket antal som helst.

Nu när vi vet att problemet g̊ar att lösa kan vi fr̊aga oss hur många “drag”
vi minst måste göra för att flytta N stycken plattor. Om vi l̊ater detta antal
betecknas med P (N) kan man, genom att titta p̊a punkterna 1-3 ovan, se
att vi måste ha

P (N) = P (N − 1) + 1 + P (N − 1) = 2P (N − 1) + 1.

Detta är ett exempel p̊a n̊agot som kallas en rekurrensekvation. Det finns
flera sätt lösa s̊adana, med det som är lättast (iallafall lättast att förklara) är
metoden “gissa och bevisa med induktion”. Man kan ganska enkelt, genom
att börja med en platta och sedan räkna vidare, se att P (1) = 1, P (2) = 3,
P (3) = 7, P (4) = 15,P (5) = 31 och s̊a vidare. Om man är lite klurig kan
man gissa att antalet flyttningar skulle kunna ges av formeln

P (N) = 2N
− 1.

För att bevisa detta använder vi återigen induktion. Vi behöver allts̊a visa
att v̊ar formel stämmer för N = 1 och att om vi antar att den stämmer för
N − 1 stämmer den ocks̊a för N .

Att 21
− 1 = 1 är ju inte s̊a sv̊art att se, s̊a fallet N = 1 är enkelt. Antag

nu att vi vet att P (N − 1) = 2N−1
− 1. Vi vill visa att detta innebär att

P (N) = 2N
− 1. Vi börjar med v̊ar rekurrensekvation och använder v̊art

antagande ovan. D̊a f̊ar vi

P (N) = 2P (N − 1) + 1 = 2(2N−1
− 1) + 1 = 22N−1

− 2 + 1 = 2N
− 1

vilket var precis vad vi behövde.

Man kan observera att antalet flyttningar växer ganska fort med antalet
plattor. Till exempel g̊ar det åt drygt en miljard flyttningar för att flytta 30
plattor. Lyckas man flytta en platta i sekunder och jobbar utan paus tar en
s̊adan övning drygt 32 år. Lycka till.
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5 Bygg möbler och utnyttja resurser p̊a bästa sätt

• Ett snickeri tillverkar bord och stolar. Man bygger dem av stora och

sm̊a legobitar. Ett bord best̊ar av tv̊a bitar av vardera sorten, medan

en stol best̊ar av en stor och tv̊a sm̊a bitar. I lagret finns 6 stora och

8 sm̊a bitar. Varje bord kan säljas för 150:– och varje stol för 100:–.

Bitarna kan inte säljas som de är. Hur m̊anga bord och hur m̊anga

stolar ska vi bygga för att f̊a s̊a stora intäkter som möjligt?
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Små bitar

Stora bitar

Stol

Bord

Eftersom vi tjänar mera p̊a att sälja ett bord än att sälja en stol börjar
vi med att bygga s̊a många bord som möjligt.
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När vi har byggt tre bord finns inga stora bitar kvar, men vi har tv̊a
små bitar över. De tre borden kan säljas för totalt 450:–.

Eftersom vi har resurser (små bitar) kvar finns det en möjlighet att
tjäna mer pengar genom att utnyttja dessa. Men om vi skall använda
de tv̊a “överblivna” små bitarna kan vi inte bygga s̊a många bord som
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vi tänkt fr̊an början utan måste bygga stolar ocks̊a, trots att dessa inte
ger lika stora intäkter per styck.

Om vi tar isär ett av de tre borden “förlorar” vi 150:– av med de 450:–
som vi f̊ar om vi bygger tre bord.

Om vi lyckas bygga stolar kommer vi att tjäna 100:– per stol. För att
tjäna p̊a att bygga stolar i stället för det isärtagna bordet räcker det
inte med att bygga en stol; vi måste bygga minst tv̊a stycken stolar (2
× 100:– 200:–) för att tjäna p̊a att ta isär ett bord.

Allts̊a: pröva med att ta isär ett bord och bygg s̊a många stolar som
möjligt:
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Kan det finnas n̊agot sätt att tjäna ännu mer pengar med hjälp av
åtta små och sex stora bitar? Pröva med att ta isär ett bord till och
bygg stolar av bitarna.

Om vi bygger fler stolar “tjänar” vi 100:– per stol, men d̊a måste vi
ta isär ett bord, s̊a att vi “förlorar” 150:–. Totalt förlorar vi 50:– per
stol som vi bygger (utöver de tv̊a som vi redan har.

Allts̊a finns inget sätt att tjäna mer pengar med hjälp av åtta små och
sex stora bitar än att bygga tv̊a stolar och tv̊a bord.

• Antag att vi kan “köpa” en stor bit till. Hur mycket pengar kan vi

tänka oss att betala för den och hur m̊anga stora bitar är värda detta
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pris?

Med hjälp av en stor bit till kan vi ta isär en stol och istället bygga
ett bord. P̊a detta tjänar vi 150:– minus 100:–. Allts̊a kan vi tänka oss
att betala högst 50:– per stor bit (betalar vi mindre än 50:– gör vi en
förtjänst). Men eftersom vi bara har tv̊a stolar att ta isär är vi bara
intresserade av att köpa tv̊a stora bitar. En tredje stor bit är inte värd
n̊agonting för oss eftersom vi inte kan utnyttja den i möbelsnickeriet.

• Antag istället att vi kan “köpa” fler sm̊a bitar. Hur mycket pengar kan

vi tänka oss att betala för dessa och hur m̊anga sm̊a bitar är värda

detta pris?

Med hjälp av tv̊a små bitar kan vi ta isär ett bord och istället bygga
tv̊a stolar bord. P̊a detta tjänar vi 2 × 100:– minus 150:–. Allts̊a kan
vi tänka oss att betala högst 25:– per liten bit, men endast om vi kan
köpa tv̊a åt g̊angen.

Eftersom vi bara har tv̊a bord att ta isär är vi intresserade av att köpa
högst fyra små bitar. Ytterligare små bitar är inte värda n̊agonting för
oss eftersom vi inte kan utnyttja den till möbelsnickeriet, om vi inte
kan köpa b̊ade små och stora bitar, först̊as.

• Antag att priset för bord sjunker till 90:–. Hur skall vi bygga för att

tjäna s̊a mycket som möjligt?

Utg̊a fr̊an den “optimala” lösningen, dvs. tv̊a bord och tv̊a stolar. Den
ger nu endast 380:– i intäkter. Eftersom borden nu ger sämre intäkter
än stolar men kräver fler bitar för att bygga s̊a tar vi isär borden och
bygger stolar av bitarna istället. Vi f̊ar totalt fyra stolar samt tv̊a stora
bitar över. Detta ger en total intäkt p̊a 400:–, vilket är det bästa vi
kan f̊a ut när priset p̊a bord är s̊a l̊agt.
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