Algebra och talteori
MMGL31

Forelasning 7

Repetition

¢ Primtal/lrreducibla tal i Z
* Antalet primtal =, 3

» Nagra kadnda féormodanden
— Goldbachs féormodan
— Primtalstvillingar

VT 2010 * Primtal pa formen a"-1
* Mersenneprimtal
Samuel Bengmark
Idag Perfekta tal

« Perfekta tal

« Samband mellan Mersenneprimtal och
jamna perfekta tal.

Definition

En delare till ett tal kallas akta delare om det inte ar lika
med talet sjalv.

Exempel

» 2 ar delare till 6, och dven en akta delare

* 6 ar en delare till 6 men ej en akta delare till 6.

Definition

Ett tal som ar summan av sina akta delare kallas perfekt.
Exempel

6=1+2+3, 496=1+2+4+8+16+31+62+124+248, men
10;41+2+5=8 och 12#1+2+3+4+6=16

Mersenneprimtal och perfekta tal

Vi skall nu se att det finns ett 1-1 samband mellan
Mersenneprimtal och jamna perfekta tal.

Forst det lattaste hallet bevisat for 2000 &r sedan av
Euklides: Mersenneprimtal — perfekt tal.

Sats
Om 2r-1 &r ett primtal s& ar 2r-1(2p-1) ett perfekt tal.

Euklides bevis

* Talet T:2'°'1(2P-1) faktoriseras som ett antal 2:or samt ett
primtal (2P-1).

» De akta delarna ar darmed
1,2,...,2°" samt 1-(2-1),2-(2P-1),...,2°2.(2P-1), m .

* Summan av de forsta faktorerna bli
142+...+2°-1 = (2p-1)/(2-1)=2P-1.

* Summan av de andra faktorerna blir
1-(2P-1)+2-(2P-1)+...+2P2.(2P-1)=(2P-1)(1+2+...+2P2)=
=(20-1)(2°"-1)

» Totalt summeras de akta delarna till
2P 1+(20-1)(27 ' 1)=(1+2° 1) (20-1) =27 (2p-1)
dvs lika med talet T !




o(n), defintion

For att bevisa den omvanda riktningen behéver vi hjalp av
féljande funktion.

Definition
o(N)=Zgd,
dvs o(n) ar summan av alla delare till n (inte bara akta).
Exempel
o(6)=1+2+3+6=12
o(8)=1+2+4+8
o(p)=1+p om p &r irreducibelt/primtal.
OBS! o(a)=2a omm a perfekt tal

o(n), berakning
Sats
L o(pk)=(p**'-1)/(p-1)
2. o(mn)=c(m)c(n) om SGD(m,n)=1

Exempel
6(6)=0(2)c(3)=(22-1)/(2-1)-(3%-1)/(3-1)=3-4=12

Bevis lamnas som egen uppgift.

Eulers riktning

« Antag att n ar ett jamnt perfekt tal. Lat n=2km dar m
udda.

+ Far att o(n)=c(2*m)=c(2")c(m)=(25*'-1)5(m)

» Eftersom n perfekt tal ger detta
(2¢*1-1)o(m)=2n=2. 2km=2k*1m

« Ger att 2¢*'|o(m), dvs o(m)=2k*"c.

« Satter in och far (2k*1-1)2k*1c=2k*'m, dvs m=(2k*1-1)c.

* Om c>1 skulle da

o(m)>1+c+m=1+c+(2k*1-1)c=1+2k*1c=1+5(m)

enligt ovan.

 Slutsats c=1 och n=2km=2k(2k*1-1)c=2k(2k*1-1)

Mersenneprimtal och perfekta tal

* Har ni visat att det finns ett 1-1 samband
mellan Mersenneprimtal och jdmna
perfekta tal.

» Finns det udda perfekta tal? Man vet €j.
Spana in http://www.oddperfect.org

Hittas stora primtal

* http://www.mersenne.org/prime.htm
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» perfekta tal

Info

Be slakt och vanner att boka in
presentationen!




