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Algebra och talteori

Delgrupp

Pastaende

Lt a € Z,,". Méngden av alla potenser
{1,a,a2,a3,...,aem(a)'1}

bildar multiplikativ delgrupp till Z,,".

Elementen i denna delgrupp till Z,," betecknas <a>.

. . Exempel
Foreldsning 10 (<25, )= ((1,2,4), - ) & -
VT 2010 en grupp modulo 7. AENEIP)
R, 2|2|4|1
Bevis Gor sjalv.
414(1|2
Samuel Bengmark
Delgruppsstorlek Ordningen delar ¢(m)

0BS! e,,(a) < ¢p(m) enligt Eulers formel.

Vi kan ocksd ana att e, (a) alltid delar ¢(m).

Detta skall vi nu visa.

Sats Givet acZ,," da géller att e ,(a) | (m).

Bevis

¢ Lat G=SGD(e,(a),d(m)) och I3t u och v uppfylla
G=ue,(a)+vd(m).

* Betrakta a®= aUem(@vi(m) = (gem(@)u(qé(m)v = quivs 1.

* Eftersom e, (a) ar det minsta positiva talet e s.a. a® =, 1 och 0
<G < e(a) maste G=e,(a), dvs e, (a) delar ¢(m).

Antal av varje ordning?

Exempel i Z,

e,(a)

Zg

e/(1)=

e/(2)=

&3)=

e/(4)=

e/(5)=
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&:,(6)=

1|12|3|4|5|eqa)
1]1|1(1]1|1]eq(1)=
2(2141214(2]|e42)=
3|3|3|3|3|3|e43)=
41414|4|4|4|e4(4)=
5(/5[/1|5|1|5|e45)=

Antal av varje ordning!

Sats

Om d &r en delare till 9(m) da finns precis ¢(d) stycken element
avordningdiZ,".

For beviset behover vi undersoka hjalpfunktion F(n) som
definieras pa naste bild
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Funktionen F(n)

Definition
F(n)=Zq;, 0(d)

Exempel

Berdkning av F
Sats
1. F(pY)=p

2. F(mn)=F(m)F(n) om SGD(m,n)=1.

Exempel

F(p*)=pk F(mn)=F(m)F(n) om SGD(m,n)=1
F(pk)= (I)(1)+¢(p)+m¢(pk-1)+¢(pk) - Antag att Far da att
_ ) 2 kel k-2 K k1) — ¢ nhardelared,,..,d, och F(mn)=
__1+(p 1)+(p?-p)+...(p*L-p HE pt) = « mhar delare e.,.. e, (s e b +0(d. e, )+
= en teleskoperande summa = Detta ger att mn hardelarna ...
= pk d,e,,..,d.e; O(d; eg)+...+9(d, )=
d; y...d. 8, &(dy )o(ey)+..+(d, )d( e,)+
A 8-ty Bldy) o e)+..+0(d, ) ¢ e)=
} (§(dy)+... d(d,) )(d(ey)+...+d(e))=
Dessutom galler att F(n)F(m).
d(die))=¢(d))d(e)) Vi,j
eftersom SGD(n,m)=1
F(n)=n
Sats: F(n)=n Nu ater till beviset av antalet element av varje

Bevis
Antag att n=p,“i...p . D3 far vi att
F(n) = F(p;*1..p %) =
=F(p,*)...F(pr) =
= plkl___prkr =

=n

ordning.
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Bevis

* Lat y(d)={number of a €Z,," with e (a)=d}

e Lat ¢(m)=nk.

o F&r da x0m-1=(x")k-1=(x"-1)((x")*L+...+(x")2+ x"+1)

* VL har exakt ¢{m} nollstéllen enligt Eulers formel (allai Z,,’).
¢ HL bada polynom har hogst n respektive n(k-1) rétter var.

e FOr att stamma med VL ar enda mojligheten att de har exakt n
respektive n(k-1) rétter var.

« Aandra sidan giller att n:Zdln\u(d) ty ekvationen x"-1 |6ses
precis av alla element som har ordning som &r delare till n.

* Slutsats n= Xy, y(d)

fortsattning av beviset

* Minns att n=F(n)=X,4(d)

¢ Skall nu se att y=¢ genom induktion.

e Serforstatt y(1) =1=¢(1)

¢ Antag sant for alla n<N, dvs y(n)=¢(n) for n<N.

¢ Visa nu att Ww(N)=¢(N) dar N har delarna d,=1, d,..., d,=N

e Vetatt
(1) + w(dy) +...+ w(N) = n = §(1) + ¢(d;) + + §(N)

¢ Enligt induktionsantagandet galler likhet for varje term utom
majligtvis for den sista.

¢ Stryker termer och finner y(N) = ¢(N).

Nu gar vi over till m=p, primtal

Hittills har jag latit m vara ett godtyckligt positivt
tal, vilket ar mer allmant an i boken,

Nu 6vergar vi dock till att Idta m=p vara ett
primtal.

Rakneregler

Sats
« I(ab) = I(a)+I(b) mod p-1
« I(ak) = k:I(a) mod p-1

Bevis

L&t g vara den underliggande primitiva roten.

1. gl@)=gb=gl glb)=gla)+l(b) gI(ab)-I(a)—I(b)Ep 1.D3
méste I(ab)-I(a)-I(b) =,.; 0 dé g primitiv rot.

2. Upprepad anvandning av 1.

Losa ekvationer mha index

Uppgift Los 3x5 =, 4.
L6sning

Valjer primitiv rot 3 och

tar fram indextabell 1.(2)

(=2
N
i
N
(9]
w

Ibland saknas |6sning

Uppgift Los 3x2 =, 4.

L8sning
Vaéljer primitiv rot 3 och a 112131456
tar fram indextabell 1,(a) |6/2]1|4]5]3
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k=
ax‘s, b
axk=, b har I6sning <
k-I(x)=p.41(b) har l6sning <

SGD(k,p-1) | I(b)

Vi behover primitiva rotter
Vi har alltsa stor nytta av primitiva rotter.
Finns det alltid sddana for fér varje Z,?

Ja, det finns precis ¢(d(p)) = ¢(p-1) stycken enligt satsen vi tittade
pa nyss.

Ar a en primitiv rot i Z,?

Hur vet jag vilka tal som ar primitiva rétter? Hur vet jag for vilka p
ett givet tal ar en primitiv rot?

Det &r svara problem.

e For att kolla om a ar en primitiv rot far vi i denna kurs
undersbka om ak = 1 fér nagot varde k < p-1.

¢ Ricker kolla om ad =, 1for nagon delare d till p-1.

Artins formodan

Varje tal # -1, och som inte ar en kvadrat, ar primitiv rot modulo
p for odndligt manga olika varden pa p.




