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1 Aritmetik och algebra

1.1 Olika tal

De naturliga talen ir
0,1,2,3,4,5,....

De ir odndligt manga och det gar dérfor inte att skriva upp en fullstindig forteckning av dem. Hér &r det 16st
genom att man skriver upp sex av dem och sedan skriver ... i hop om att ldsaren sjdlv forstar vad som foljer. Nér
man tinker pa alla naturliga tal tillsammans talar man om mdngden av naturliga tal. T ex dr 435 med i méngden av
naturliga tal, men inte —4.

De naturliga talen anvénds for att ange antal av nagot, men ocksa for att ange ordning, tex fjirde vaningen. De
anvinds ocksa for att ge namn at saker, tex 6:ans sparvagn eller buss 58. Det har forstas inte s mycket med
matematik att gora.

Tva naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem: 34 15 = 18, 17- 12 = 204. Vi har det som kallas
tva stycken (tva-stilliga) operationer pa miangden av naturliga tal; addition (betecknad med +) och multiplikation
(betecknad med -).

Eftersom vi har tva operationer kan dessa mixas pa olika sitt, tex 3+45+467,3-45467, 34+45-67, 3-45-67.

For att garantera att alla uppfattar dessa uttryck pa samma sétt maste man ha vissa konventioner om prioritet.
Regeln dr att

e multiplikation ska goras for addition

e samma operationer ska genomféras fran vénster till hoger (ldsriktning).

For att vara tydlig, men ocksa for att kringga ldsriktningen kan anvinder man parenteser, och ligger till konventio-
nen att

e uttryck inom parenteser utfors forst (med start i den innersta om det finns flera).

Det betyder att
3445467 starfor (3+45)+67
3-45467 starfor (3:45)4+67 ochinte 3-(45+67)
34+45-67 starfor 3+ (45-67) ochinte (3+45)-67
3.45.67 starfor 3-(45-67).
Exempel. Berikna4+2-7+5-4-(3+2-(4+5)) O

Losning. Konventionerna ger

442.7+54-(3+2-(4+5))

442-7454-(342-9) =
442-7454-3+18)=4+2.74+5-4.21 =
= 4+14+20-21 =4+ 144420 = 18 +420 = 438.

Vill vi skriva upp allménna egenskaper for dessa operationer blir det bést att inte anvéinda nagra sirskilda naturliga
tal. For att 16sa det brukar man anvinda bokstiver som star for vilkasomhelst av talen. Om man séger “lat a vara ett
naturligt tal” betyder det att a kan vara vilketsomhelst av talen i méngden av naturliga tal. Om a och b ir naturliga
tal har vi alltsa ocksa att a + b och a - b ér naturliga tal. Det dr vanligt att man uteldmnat tecknet for multiplikation
nédr man anvénder bokstdver sa att a - b skrivs ab. Detta giller ocksé vid multiplikation mellan ett specifikt tal och
en parentes, s att tex 5- (3 +4) skrivs 5(3+4).

Foljande giller:
a+b = b+a ab = ba kommutativitet
+((b+c) = (a+b)+c albc) = (ab)c associativitet
a+0 = a a-l = a identitet
a(b+c)=ab+ac distributivitet




Utover addition och multiplikation finns operationerna subtraktion (betecknad —) och division (betecknad - eller
/). Karakteristiskt for de naturliga talen ér att dessa operationer inte alltid 4r méjliga (s& linge man ska halla sig
inom dem).

Tex dr 45 — 15 = 30 mojligt men inte 15 — 45 (for svaret dr dd —30 som inte &r ett naturligt tal). Lika sa fungerar
35/5 =7 men inte 5/35.

Observera att subtraktion och division varken dr kommutativa eller associativa operationer:

I5-7 = 8 men 7—15 irinte mojligt

8/4 = 2 men 4/8 dr inte mojligt
15-(7—-4) = 15-3=12 men (15-7)—4 = 8—-4=4
8/(4/2) = 8/2=4 men (8/4)/2 = 2/2=1.

Om inga parenteser finns giller ldsriktningen for subtraktion och division:

a—b—c starfor (a—b)—c
a/b/c starfor (a/b)/c

Eftersom vi nu har fyra operationer maste konventionerna om prioritet utdkas med

e multiplikation och division utfors fore addition och subtraktion,
e mellan multiplikation och division giller lidsriktningsprioritet,

e mellan addition och subtraktion géller ldsriktningsprioritet.

Exempel. Beridkna 94 —3—7-8/2+8/2-9 O

Losning.

94—-3-7.8/248/2-9 = 94-3-56/2+4-9=94—3-28+36=
91 — 28436 = 63436 = 99

Ligg mirke till skillnaden mellan 45 —5+4 =44 och 45— (5+4) =36 samt 45 —5—4 =36 och 45— (5—4) = 44.

Eftersom subtraktion och division inte alltid dr m6jlig om man bara har de naturliga talen till hands, tillfogas nya
tal. Vi gor det i tva steg: forst tar vi hand om subtraktion och sedan division.

De hela talen (eller heltalen) dr 0,4+1,4+2,4+3,+4,+5.... Till varje positiv naturligt tal har fogats en negativ
motsvarighet. Talet O &r varken positivt eller negativt.

Addition och multiplikation sker pa forvintat sétt: 4+ (—5) = —1,4 - (—5) = —20, men inte fullt lika uppenbart
(—4) - (=5) = 20. Motiveringen till det sista kan var att om en skuld, bestdende av enheter om 5 kronor, minskas
med 4 stycken sd gors en vinst pa 20 kronor. Den matematiska motiveringen ir att produkten av tva negativa
tal maste vara positiv for att de tidigare riknereglerna for addition om multiplikation ska fortsitta att gilla. Av
liknande skil dr tex —(—5) = 5.

Observera att subtraktion nu blivit ett specialfall av addition: a — b = a+ (—b).

For att géra division allmént mojlig infors de rationella talen eller braktalen. De ir alla uttryck av formen (brak)
a
b eller —,
a/ 5

ddr a och b ir heltal och b # 0. Tex ér 3/4 och (—512)/35 rationella tal. Det dr viktigt att man uppfattar dem som
just tal och inte som uppgifter som ska beriknas! I talet a/b kallas a tiljaren och b niimnaren. Det rationella talet
a/1 skrivs forstas a, sé att alla heltal ocksa &r rationella tal.

Tva rationella tal a/b och ¢ /d ér lika (skrivs forstds a/b = ¢/d) om ad = cb (d v s om de blir lika efter multiplikation
med produkten av de tva ndmnarna b och d).Tex &r 15/20 = 21/28, for 15-28 = 420 = 20- 21. Detta betyder tex

Q
3}

S
9}

¢
b

om ¢ # 0. Att ga fran vinster till hoger i denna likehet kallas att forlinga med c. Att ga fran hoger till vénster
kallas att forkorta med c.



Forlangning med —1 ger att —Ta = ib som bada brukar skrivas —g.

Eftersom ett givet rationellt tal kan skrivas pa (odndligt) manga sitt 4r det bra att kunna skriva dem pa forkortad
form. Om a = cd, (dér a, ¢ och d ir heltal) s& sdger man att ¢ delar a, eller att ¢ dr en faktor i a. T ex dr 5 en faktor
i 45 men inte i 46. Att briket a/b &r forkortat betyder att det storsta talet som delar bade a och b 4r 1. Tex &r 7/5
forkortat men inte 28 /21, for hir dr 7 en faktor i bade téljare och ndmnare.

Det finns ett bra sitt att hitta den forkortade versionen av ett brak, som anvinder nat som kallas Euklides algoritm.
Vi ska inte ga in pa det hir. Nagra exempel kan klaras 4nda (om man kan multiplikationstabellen).

Exempel. Forkorta 5040,/40320. g
Losning.

5040  504-10 504 8.63 63 7.9 9 9.1 1

40320  4032-10 4032 8-504 504 7-72 72 9-8 8

Rationella tal kan adderas och multipliceras (sa att de tidigare riknereglerna for operationerna fortsétter att gélla):

a,c _oad be _adtbe o inian
b d T bdbd”  bd &
ac _ a
b d ~ bd

Man behover inte slaviskt folja regeln for addition; det viktiga &r att de tal som ska adderas har samma ndmnare
innan additionen gors. Detta kan goras mer eller mindre effektivt och man har ofta anviindning av att faktorisera
namnarna.

Exempel. Berikna % + % pa forkortad form. g

Losning. Vi faktoriserar (skriver som produkter) forst nimnarna for att pa sa sitt hitta en sa liten gemensam
nidmnare som mojligt:

E—FE = i—|—£—{f('jrl'ain er med 2 res ektive7}—£+l—
63718 7.9 2.9 £ P T279 729
4 77 81 .
= 2.7.9+2.7.9:2.7.9:{fbrberederfﬁrkortning}:%:%

Man ser hir tydligt hur bra det #r att kunna faktorisera bade fér gemensam ndmnare och for forkortningen. Om
man direkt anvénder regeln for addition far man

2 11 2-18+63-11

ERETI 63-18
och det kan bli en betydligt jobbigare uppgift att hitta den forkortade formen!

Brak kan ocksa subtraheras och divideras:

a_c¢ _ oad_be_adzbe gy imnign)
b d bd bd  bd

a.,c ad ad

b d ~ b c b

Ligg miirke till att division nu blivit ett specialfall av multiplikation! Talet d/c kallas det inverterade vérdet till
c¢/d. Att dividera med ¢/d ir det samma som att multiplicera med dess inverterade virde.

Division mellan braktal kan ocksa skrivas som dubbla brdik (brak mellan bréaktal):



fast det forsta skrivsittet har en tendens att bli svarlést; det mittersta brakstrecket ska vara nagot ldngre och sta i
jamnhojd med likhetstecknet.

Exempel. Skriv

1_ 3
7 11
2 1l
&
pa forkortad form. O
Losning.
-4 (1 3\ . /2 1
oo = 7)) s
63 18

(111 3T 2.2+11-7
—o\7-11 11-7) "\7-9.2 2.9.7

o (11=21\ | (4477\ _ 10-2:9-7 20
N -7 ) " \2:9.7) 11-7-81 99

Nu kan man tycka att talen borde récka till och att man kan vara n6jd. De rationella talen kan anvindas for att
rikna tillgangar och skulder av delar av antal (tex kronor).

Tidigt i rdknekonstens historia visade det sig emellertid att de inte riacker for att mita (exakta) avstind. Om man
ritar en ritvinklig triangel med kateter som bada har ldngd 1 far man en hypotenusa vars lingd inte kan miétas
med ett rationellt tal (enligt Pythagoras har den lingd / som Iéser /2 = 1 + 12 = 2 och inget rationellt tal a/b har
egenskapen att (a/b)? = 2).

De reella talen tar sin utgangspunkt i just (lingd)skalan. Varje rationellt tal 4r ocksa ett reellt tal eftersom dven de
kan ange ldngder av strickor.

De reella talen ér alla tal som kan skrivas som (dndliga eller odndliga decimalutvecklingar):

n,ayazaszagds. ..

dér n dr ett heltal och a; dr heltal mellan O och 9. Varje reellt tal motsvara ett specifikt stille (punkt) pa den reella
tallinjen. Det dr viktigt att forsta att matematikens tallinje inte #r en fysiskt mojlig foreteelse. T ex har den ingen
tjocklek alls, den har o#ndlig utstrickning i tva riktningar och mellan tva punkter, vilka som helst, finns det odndligt
manga andra och varje avsnitt av den kan halveras (i all evighet).

De reella talen kan anvindas for att mita tex ldngder, vikter, volymer, hastigheter, men ocksa antal. Det mest
anmirkningsvirda med dem &r formodligen deras enorma mangsidighet i praktiska sammanhang.

Om r ir det reella talet ovan sd ir
ay as

T R + +
ppl G @
10 " 100 " 7000 " 10000 " 100000

dir additionen (mojligen) fortsétter i all evighet.

Tex dr

1
—=0,11111...
9 )

Att det gar att addera/subtrahera och multiplicera/dividera reella tal dr kanske nu inte alldeles uppenbart. Addition
och subtraktion kan ganska litt forstas geometriskt genom att strickor ldggs efter varandra. Multiplikation och
division kan ocksa beskrivas pa liknande sétt, men vi limnar det dérhin och konstaterar kort och gott att de tidigare
riknereglerna for operationerna géller dven for reella tal.

Allt detta kan tyckas en smula 6verdrivet eftersom man i praktiken bara kan rdkna med ndrmevérden till ldngder,
vikter o s v. I matematiken dr det emellertid vésentligt att rikna exakt, for annars giller inte riknereglerna!

Om man tex far for sig att man konsekvent bara ska riikna med tre decimaler, sa giller faktiskt inte den associativa
lagen, for da skulle vi ha:

(12-0,012)-0,003 = 0, 144 0,003 = 0,004

men



12-(0,012-0,003) =12-0=0.
Om rikningarna giller ton av guld, sa &r den en skillnad pa fyra kilo (en rejil formogenhet). Att rdkna sa bra som
mojligt med ndrmevirden ir en konst, som vi inte ska ga in pa hir.

Det forekommer ofta att man vill ange speciella avsnitt av den reella tallinjen. Det brukar géras med beteckningar
for intervall. Sé 1at a och b vara tva reella tal, dér a #r mindre dn b (a till vinster om b pa tallinjen, a < b)

[a,b] betecknar avsnittet som bestér av alla reella tal mellan a och b, inklusive a och b

(a,b) betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal mellan @ och b, exklusive a och b

(a,b] betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal mellan a och b, exklusive a men inklusive b

[a,b) betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal mellan a och b, inklusive a men exklusive b
(—eo,b] betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal till vénster om b, inklusive b

[a,0) betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal till hdger om a, inklusive a

(a, b] [e,d) le, 00)
- T T T T
b d

a e

Figur 1: Nagra intervall pa tallinjen.

Symbolen o star for “odndligheten” och #r inget reellt tal. Observera att ‘(’ respektive )’ betyder att dndpunkten
inte dr med och att ‘[’ respektive ‘]’ betyder att dndpunkten dr med.

1.1.1  Ovningar

1.1.1 Beridkna

B 7-(=2)-(3-9)-(2+(=5)~8)- (-3~ (-5))~4)
b) (—4-2): (6= (=9) = (6 (=7)+3)- (-2 =3)+(~1)- (T~ (-4)))

1.1.2 Skriv utan parenteser och onddiga minustecken
a) a—(=b)-(a+1)—b-(—a+1) b) ((—a)-(=b)+a-(b—2-(—a))) - (—1+b)

1.1.3 Skriv foljande tal som rationella tal pa enklaste form

y 2040 by L3 o 1.4
Y 40320 475 777
23 9 5 1 2
d _—— . — _ — = ===
) 57207700 19 2 (2+ ) ( 3)
1.1.4 Skriv foljande pa gemensamt brakstreck
12 1 | 1 3 5
— - b — _ d -
R U P N S ) Tox 1-4x

1.2 Potenser

Exempel. En bakteriekoloni vixer med 20% (i antal) per timme under konstanta omgivande forhallanden. Hur
stor dr den procentuell tillvixten under fem timmar? d

Losning. Vi sitter det ursprungliga antalet till M och vet att efter en timme &r den M 4 0,2M = 1,2M. For varje
timme som gér blir det nya antalet 1,2 ganger den tidigare. Efter fem timmar blir antalet

(1,2)-(1,2)-(1,2)- (1,2) - (1,2)M



Vi ser att vi behover ett siitt att beteckna den upprepade multiplikationen med 1,2; det vore inte sa roligt att skriva
upp vad det blir efter ett dygn. Det motiverar f6ljande

Om a dr ett tal och n ett naturligt tal sa betyder

d' = a-aa--aomn#0
—_——
n ganger
@ = loma#0
1
a’ = —
an

(Uttrycket 0° ges ingen mening alls.)

Lisning. [fortsittning] Efter fem timmar &r massan (1,2)3M. Vi har att (1,2)% = 1,44 53 (1,2) = (1,44)%1,2 =
2,0736-1,2 =2,48832 = 1+ 1,48832. Det betyder att massan pa fem timmar 6kar med ungefir 149 %.

Uttrycket a” kallas en (heltals)potens av a. Talet a kallas for basen och kan vara vilket tal som helst. Talet n for
exponenten och kan vara vilket heltal som helst (fast inte 0 om a = 0).

For potenser giller foljande rikneregler for heltalspotenser

Potenslagar

For alla tal a, b # 0 giller det att

! b) T
—n
e aq '=—
a ° (an)m:anm
P am+n
n n.pn ﬂ— m—n
o (ab)"=d"-b * n4d

For att visa dessa rikneregler (och komma ihag dem!) giller det bara att tinka pa vad potenserna betyder. T ex

2H*=2-2-2*=(2-2-2)-(2:2-2)-(2:2-2)-(2-2-2) =2*4.

21a8°b*c3
E 1. Forenkla —————.
xempel. Forenkla TA8h e

Losning. Man har
21a°b*c? _ 73 e B
14a3b4cd 2.7
]

Man kan man se potenser som en ny rikneoperation, sa det betyder att man maste ha nan ytterligare konvention
kring prioritet.

Om man skriver 23° s& ska det betyda 2° vilket inte dr samma som (2%)2, som dr 2°. Det betyder att om det
star nagot uttryck i exponenten av en potens ska det ridknas ut fore potensen. I typsatt matematisk text dr detta
ganska enkelt att folja men det kan vara viirre i viss programvara for berikningar. Ofta skrivs 23 som 2*3 och 23
skrivs 2(3"2) = 2°. Om man skriver 232 far man (férmodligen) istillet (2°3)"2 = 29. Det betyder att man vid
upprepade potenser anvinder ldsriktningsprioritet i programvara, men en annan konvention i typsatt matematisk
text!

Tillsammans med de tidigare prioriteringsreglerna har vi alltsa att uttryck ska beréknas enligt:

1. Parenteser forst (och man startar med de innersta)

2. sedan exponenter



3. direfter potenser
4. sedan multiplikation och division

5. sist addition och subtraktion

Vid lika prioritet géller lasriktningen (vénster till hoger).

1.3 Godtyckliga potenser

Du ska forsoka bestimma (mantel)arean av en klockgrodas romkorn i ett visst stadium i utvecklingen. Du har inga
avancerade apparater till ditt forfogande men kan viga ett enskilt romkorn ganska exakt liksom vikten av hela
samlingen av rom. Pa sa sitt vet du hur manga romkornen ér.

For att mita volymen av rommen fyller du en spann med vatten och sénker ner rommen. Du miter hur mycket
vatten som rinner ut och far pa sé sitt rommens volym. Eftersom du vet antalet romkorn vet du nu volymen av ett
enskilt korn.

Du utgar fran att romkornen dr klotrunda. Man vet att om kornet har radie r sa ges dess volym V och dess (man-
tel)area A av formlerna

A =d4mr.

Du kinner till V men vill ha tag i A. Det giller att bli av med r. Du ser att bade V2 och A3 innehaller faktorn 7%, s&
kvoten mellan dem blir en konstant:

A3 43717332
[ZEEr

Detta ger nu A3 = 36V2, dir du kinner till hogerledet men vill bestimma A. For att 16sa ut A vill du ta bada sidor
upphoijt till en tredjedel:

A= (A% = (36mv?)'/3

Man vill alltsa kunna rikna med exponenter som &r rationella tal (och inte bara heltal som tidigare).

Vi borjar med a'/2. Vi ska ha (a'/2)? = a, s a'/? 16ser ekvationen x*> = a. Om man ritar grafen till x> ser man att

den ekvationen saknar 16sningar om « &r negativt men har tva 16sningar om a dr positiv. Vi definierar nu, om a &r
positiv,

Definition Om a ir ett positivt tal si ir a'/? den positiva 16sningen till ekvationen x? = a. Vi siitter ocksa 0'/2 = 0.

al/? — Va al/m = Vg

Man anvinder ofta skrivsittet \/a i stillet for a'/? och kallar det kvadratroten ur a. Observera att ekvationen x> = a

(dér a &r positivt) har tva 1osningar ++/a.

Det dr ett vanligt missforstand att tro att tex V9 = +3 eftersom bide 3 och —3 har 9 som kvadrat. Men /9 dr
definierat som den (enda!) positiva 1osningen till x> = 9, si /9 = 3.

Grafen till x", dir n dr ett positivt heltal har samma principiella uppférande som grafen till x%, for positiva tal, si
vi kan ocksa definiera

Definition Om a ir ett positivt tal s &r a'/" den positiva lsningen till ekvationen x” = a. Vi siitter ocksi 0!/ = 0.



Talet a'/" betecknas i bland /a och kallas n:te roten ur a (/a kallar kubikroten ur a).

Om m och n dr heltal och n dr positivt sa betyder

am/n — (am)l/n

Det rikneregler som giller for potenser med heltalsexponent géller dven for potenser med rationell exponent.

rationellt tal reellt tal

Vi har nu talat om vad a betyder. Med lite mer matematik kan man ocksa definiera vad a
betyder, sa att riknereglerna for potenser fortsitter att gilla.

Exempel.

a) 27'3 = (3313 =31 =3,
b) (\/§>2/3 — ((23)1/2)2/3 —92l_»

C) \3/871—\6/5—1—\/5—\(7277— 3/3\/§:(34)1/3_(32)1/64_(4.3)1/2_(33)1/6_(3.31/2)1/3:
:34/3_31/3+2.31/2_31/2_(33/2)1/3:3_31/3_31/3+2_31/2_31/2_31/2:2_31/3

d) mV2gV8g—V18 — gvV2+2v2-3v2 _ 10

1.3.1 Ovningar

1.3.1 Berikna
a) 5° b) 2° c) (=3)* d 7°

1.3.2 Skriv som braktal pa enklaste form, utan potenser

a) 272 b) (=3)7? o 237105 (-7)72
23.3—5.5
1.3.3 Forenkla
a) 27/ b) 4705 ) (\/g)2/3 d) 31/2/9—3/4
e) (0,0016) 02 f (2V3)V3 g) 13V1213v2713-V75

1.4 Algebra

En grundldggande algebraisk metod &r det som kallas faktorisering: att skriva om ett givet uttryck som en produkt
av andra. Det &r en viktig metod vid bl a forenklingar och 16sning av ekvationer.

Foljande omskrivningar av algebraiska uttryck bor vara vilbekanta:

(a+b)? = d®+2ab+b* (kvadreringsregel)
(a—b)* = a*—2ab+b* (kvadreringsregel)
(a+b)(a—b) = d*—b* (konjugatregeln)

Dessa regler dr omskrivningar (eller identiteter, formler) dvs vinsterleden och hogerleden ger samma resultat
oavsett vilka virden som ges till variablerna a och b.

Alla kan ses som sitt att faktorisera hogerledet. Konjugatregeln séger tex att en skillnad mellan tva kvadrater kan
skrivas som en produkt av tva saker.

Exempel. Dessa regler kan vara anvindbara dven i konkret rikning (aritmetik):

10



a) 217 =19 = (21+19)(21 —19) =40-2 =80
b) 26> = (30 —4)? =302 —2-30-4 +4? =900 — 240 + 16 = 676

O
Exempel. Utveckla (m* —3)% + (m* +3)2.
Lésning. Vi har med kvadreringsreglerna:
(m* =32+ (m*+3)2 = (m*)?—2m*34+3% 4+ (m*)> +2m*3+3% =2mP +18
O
Exempel. Forenkla (x* +3)(x? —3)(x* +9).
Losning. Tva anvéindningar av konjugatregeln ger:
P3P =3 +9) = (D=3 +9) = (-9t +9) = ()2 - 92 =8 -8l1.
O

Exempel. Faktorisera 18x>y” — 8x%y.

Losning. Vi ser att vi kan bryta ut 2x%y ur de bada termerna:
18x%y" —8x°y = 2xzy(9y6 —4x?)

De tvé termerna i parentesen ér bada kvadrater: 9y® = (3y*)? och 4x> = (2x)?. Vi kan dirfor faktorisera ytterligare
med konjugatregeln:

18x%y7 —8x%y = 2x%y(9y® —4x?) = 2x%y((3y°)? — (2x)%) = 2%y (3y* — 2x) (3y® + 2x).

X —9x
xX2—6x+9°
Losning. Vi faktorisera i tiljare och ndmnare for att eventuellt hitta en gemensam faktor. Vi tar hjilp av kvadre-
ringsregeln och konjugatregeln:

Exempel. Forenkla

©—9% x(x* =37 x(x—3)(x+3)  x(x+3)
¥ —6x+9  x2-2x-3+32  (x-3)2 = x-3'
efter forkortning med x — 3. d

Observera faktoriseringen i nimnaren i det sista exemplet! Den kan tyckas vara langsokt, men den ér faktiskt gjord
med en standard metod som ocksa dr anvindbar i manga andra sammanhang. Metoden kalla kvadratkomplettering.

Idén hir 4r att skriva om ett uttryck av grad tva pa ett speciellt sitt. Man vill skriva x*> + ax + b s att det i stillet
ser ut som % + ¢, for lampligt ¢ och c.

Man har

P tax+b = (x+a/2)?—(a/2)*+b

Ligg mirke till att om man utvecklar parentesen (x +a/2)? si far man x> 4 ax + (a/2)?. Omskrivningen kallas att
kvadratkonmplettera andragradsuttrycket.

Exempel. Kvadratkomplettera x* — 6x+9.

Losning.

¥—6x+9 = (x—3)2-324+9=(x—3)?

11



Exempel. Bestim minsta virdet av x> + 11x+31.

Losning.

CH1lx+31 = (x+11/2)>—121/4+124/4 = (x—11/2)> +3/4

Nu ser vi att uttrycket skrivits som en kvadrat plus 3 /4. Eftersom en kvadrat aldrig &r negativ kan uttrycket vérde
aldrig bli mindre #n 3/4, oavsett vad x sitts till. Om vi sétter x = 11/2 blir kvadraten noll, si uttryckets minsta
virde ér (faktiskt) 3/4. Detta ser vi alltsa litt efter kvadratkomplettering, men svarligen fore. O

Exempel. Los ekvationen 0 = x> +6x+7

Detta ér forstds en hederlig andragradsekvation som vi har en vilbekant formel for att 16sa. Problemet med formler
dr att de kan vara svara att minnas. Man klarar faktiskt uppgiften med kvadratkomplettering, som ir en metod, och
dérfor fastnar bittre i minnet.

Léosning. Vi kvadratkompletterar i hogerledet:

0 = X4+6x+7=x+32-94+7=(x+3)%>-2=(x+3)>—(V2)~
Vi har skrivit om 2 som en kvadrat, for da har vi en skillnad mellan tva kvadrater i hogerledet och kan anvinda
konjugatregeln. Vi far:
0 = (x+3)2—(V2)?=x+3-V2)(x+3+V2).

Vi har nu faktoriserat andragradsuttycket (med kvadratkomplettering foljt av konjugatregeln). Hoger ledet dr en
produkt av tva parenteser. Produkten ska bli noll. Det intréffar ndr ndn av parenteserna blir noll. Den férsta blir
noll nir x = —3 + /2 och den andra niir x = —3 — +/2. Vi har alltsa 15st ekvationen och fatt 16sningarna

x=-34+2.
O

Att 16sa andragradsekvationer 0 = x> 4 px + ¢ ir en vanligt férekommande uppgift, sd man kanske vill girna vill
anvinda formeln for hur man 16ser en sddan. Har man glomt den kan man ldtt komma fram till den med samma
teknik som i exemplet:

o = v (e 8= (5) )= (8- () ) -
S RIORDICERICEN)]

under forutséttning att uttrycket under rottecknet inte #r negativt (da saknas reella 16sningar). Det ger oss 16snings-
formeln

Ekvationen
0=x>+px+gq

har, om (p/2)? — q inte #r negativt, 16sningarna

Exempel. Los ekvationen (3 —x)(x+8) = x> + 12

Som den stér dr inte detta en andragradsekvation som vi kan anvinda formeln pa. Vi behover forst fixa noll i ena
ledet. Sedan se till att det star 1 framfor x2.

12



Léosning. Utveckling ger

24 —5x—x*> = x>+ 12 Fixar noll i viinster led:
0 = 2x>+5x—12 Delar bada sidor med 2:
0 = x*+5/2—6 Anvinder formeln:

X = —5/4+./25/16+96/16 = —5/4+/121/16 = —5/4+11/4

Losningarna #r alltsi x =6/4 =3/2 ochx = —16/4 = —4. O

I tillimpningar 4r det inte ovanligt att man kommer fram till timligen komplicerade algebraiska samband mellan
olika parametrar, eller variabler. Man kan komma fram till dem genom sa vil dmnesteoretiska eller matematiska
resonemang, som experimentella studier. Man kan da vara intresserad av att uttrycka en av parametrarna med hjélp
av de ovriga.

Exempel. I en studie har man kommit fram till att sambandet

a —
M—a

h,

giller for vissa parametrar a, M och h. Man vill veta vad a &r uttryckt med hjilp av M och h.
Lésning. Vi multiplicerar bada sidor av sambandet med M — a och far a = h(M — a), eller a = hM — ha.

Vi samlar det som innehéller a pa denna sidan och fir a 4+ ha = hM, eller a(1 + h) = hM. Division med 1 + i ger
nua=hM/(1+h).

Men om /& = —1 har vi gjort fel, for i sa fall &r 1 + & = 0 och division med 0 &r inte tillatet. Vi tittar dérfor speciellt
pa detta. Om h = —1, har vi fran a = hM — ha atta = —M +a, dvs att M = 0, och att inget speciellt virde pa a

kan fas. Det betyder att det givna sambandet inte bestimmer vad a ska vara om & = —1. Vi far alltsa
hM
= — h - 1 .
a=7 e om h#

Exempel. Man tror sig vet att

N
d—e ’

dir N, d och e dr parametrar i ett experiment. Man vill veta hur dels e och dels N kan utryckas med de dvriga
parametrarna for att kunna genomf6ra en fortsatt forsoksplanering.

Lésning. Vibérjar med att forsoka 16sa ut e ur sambandet. Multiplikation med d —e leder till N = (e —N)(d —e) =
—¢?+ (N +d)e — Nd. Vi ordnar 0 i ena ledet:

0 = e~ (N+d)e+N(d+1),

som dr en andragradare. Den har I6sningarna

_ N+d \/(N+d)2 _ N+d \/(N+d)2 AN(d+1)

= 5 F g NdA) = 4 4

B N+di\/N2+2Nd+d2—4N(d+1)_N+di\/N2—2N(d+2)+d2
2 4 T2 2 '

Hir ser vi att det finns tva virden for e som uppfyller det givna sambandet, néir N och d dr givna. Men ocksa att
det som star under rottecknet inte far vara negativt. Det betyder att sambandet séger nagot om forhallandet mellan
N och d oberoende av e. T ex kan N och d inte inte vara samma positiva tal for da far man —4N under rottecknet.

Vi loser nu ut N ur sambandet. Vi samlar det som innehaller N pa ena sidan och far

N
¢ d—e+

l1—e+d
loetd,

I)N:
+ d—e

d—e

Vi multiplicerar bada sidor med det inverterade virdet till braket och far
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(d—e)e

N = ——,
l—e+d

som dr giltigt under forutséttning att 1 —e+d #0,dvsome # 1 +d.

1—e+d
Om e = 1+d far vi fran e = %N =0atte=0,d = —11, som i det ursprungliga sambandet ger N/ — 1 =

—N,dvs N kan vara vadsombhelst.

O

1.4.1 Ovningar

1.4.1 Forenkla

a) 3c—(2a+c—5b)—(2b—2a) b) 7a—2b—[(3a—c)— (2b—3c¢)]
¢) a’b*c-(—3ac?)-9abc d (3x%y)?
e) (6—x)(x+6) f) (a*+y)(a@*—y)

1.4.2 Multiplicera ihop
a) (2x—y)(x+2y) b) (2x—y)(x+2y)(x—y)
1.4.3 Forenkla
a) (2a+2b)/(b*—a*) b) (x—=y)*/(y—x) ) (a*—b*)/(a—b)
1.4.4 Los foljande ekvationer
a) 2x—3=4(x—3) b) (x—2)2=x ¢) X>4+3x—2=2x%—-5x+5
d) x?=3x e) 3x>—x+6=8 f) 14x% —23x+3.

1.4.5 Kvadratkomplettera

a) x2+4x—3 b) x> —3x+2 ¢) x> —x/3+5.
1.4.6 Bestim
a) minsta virdet av x> +3x+4 b) storsta virdet av 2x — 3 —x2.

1.4.7 Los ut x ur foljande samband
a) ¢c(x—1)a=0 b) a(bx—1)=c ¢) x(1—x/a)—cx=0.

d) x—1d=c? e) ¢=ax(l —x/d) om man vetatt d=1/2.
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2 Funktioner

En funktion @r en regel som till vissa av de reella talen ordnar (till vart och ett av dem) ett bestdmt virde.

Regeln kan alltsa inte alltid anviandas pa alla reella tal. Samlingen av de tal som den gar att anvinda pa kallas
funktionens defintionsmdngd. Samlingen av de virden man kan fa nir man anvinder funktionen kallas funktionens
vardemdngdmdingd.

Typiskt betecknas regeln med nan av bokstéverna f, g eller 4. Om f dr definierad for det reella talet x s& betecknar
f(x) viirdet av f i talet x.

Exempel. Lat f vara funktionen som till ett positivt reellt tal x ordnar det storsta heltalet som #r mindre #n x. Da
drtex f(m) =3, f(4,5) =4 och f(11/7) = 1. O

Det finns atminstone tre olika sitt att tala om vad en specifik funktion ska vara:

1. Funktionen kan ges genom formler for hur f(x) ska beriknas utgdende fran x.

2. Funktionen kan ges genom att man skriver upp en tabell av virden som f ska ha for olika tal x.

3. Funktionen kan ges (som i exemplet ovan) genom att man i ord talar om vad f(x) ska vara utgdende frin x.
Ett sétt, som dr vanligt forekommande men som i matematisk mening inte &dr korrekt, dr att ge den genom att rita

upp en graf. Anledningen &r att man inte av en graf kan utlidsa den fullstindiga precision som krévs for att man ska
kunna tala om vad f(x) &r nér x &r givet.

Exempel. Definiera funktionen g genom att lata g(x) = T
X2 —

Det betyder att tex g(3) = 3/8 och att g(—2) = —2/3. Om inget annat ségs nir en funktion &r given av formler s&
anvinds konventionen att defintionsmingden &r den storsta mingd av tal for vilka man kan anvinda den specifice-
rade regeln (i detta fall att man till x ska ordna x/ (x> —1)). Det betyder att regeln gar att anvinda pa alla tal utom
de som gor ndmnaren till noll. Definitionsmingden i detta fall &r alltsa alla reella tal utom talen +1. 0

En funktion kan specificeras genom att man anvénder olika formler for olika reella tal.

Exempel. Definiera funktionen /4 genom

X om x>0
h(x)_{x3 om x<0

Hir dr tex h(4) = 16 medan h(—5) = —25 och defintionsmingden alla reella tal. O

Exempel. Man har mitt hogsta dagstemperaturen under tio dagar i december 2008 i en viss ort och fatt

Datum 19 120 | 21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28
Temperatur | 5 | 7 | 6 | 5 | 3 | 9 |11 | 4 |2 |5

Genom att ge tabellen har man definierat en funktion, som vi kan kalla 7. Defintionsméngden for T &r de tio talen
mellan 19 och 28. Vi har tex att 7(24) =9 och att T(22) = T(28) =5.

Det vore inte sirskilt intressant att forsoka skriva upp en formel for T (x)! O

Exempel. En likare gor en EKG-undersokning av en patient. Pa en bildskdrm syns grafen av en funktion som
till tiden ¢ ordnar ett tal f(¢), som anger den elektriska spdnningen som hjirtmuskelns sammandragningar ger
upphovtill vid tiden ¢.

Den likare dr inte fodd som skulle vilja se en formel for f(¢). Grafens utseende déremot av avgorande intresse. [J

Om flera variabler uppfyller ett visst samband kan man i bland séga ett en variabel dr en funktion av andra. Det
betyder i sa fall att den dr entydigt bestdmd av virdena pa andra variabler. Ett exempel dr den ideala gaslagen:

pV =nRT,
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dir p dr gasens tryck, V volymen och T ir temperaturen. Konstanten » 4r antalet mol av gasen och R 4r en konstant
som kallas Avogadros konstant (eller gaskonstanten). Hir kan man se att p och V bestimmer gasens temperatur 7
s T &r en funktion av tvd reella tal. Vid konstant volym V ir p en funktion av T : p = nRT/V.

En variabel y dr proportionell mot x om y = kx, for ndgon konstant k. Vid konstant volym i en idealgas #r trycket
proportionellt mot temperaturen. Det betyder att trycket okar nir temperaturen okar.

En variabel y dr omvéint proportionell mot x om y = k/x, for ndgon konstant k. Vid konstant temperatur i en idealgas
ar trycket omvént proportionellt mot volymen. Det betyder att trycket avtar ndr volymen okar.

En funktion ar

— |
S~——

2. stringt vixande om f(a) < f(b) nirhelst a < b, —

) k
(

3. avtagande om f(a) > f(b) nirhelst a < b,

1. vixande om f(a) < f(b) ndrhelst a < b, f/ﬁ
N

Figur 2: f ar stringt vixande, g ér
4. striangt avtagande om f(a) > f(b) nirhelst a < b, viixande, h ir avtagande och k dr stirngt
avtagande

Man kan ocksa tala om att en funktion #r viixande/avtagande pa ett visst intervall

pé reella tallinjen.
En funktion ar /
1. konvex pa ett intervall om grafen vinder uppat dir, g

2. konkav pa ett intervall om grafen vénder nerat dar.

. . . Figur 3: f ir konkav, g dr konvex.
Observera att en vixande funktion kan vara konkav men ocksa konvex. Lika

sa kan en funktion vara avtagande och konvex men ocksa konkav. Begreppen
vixande/avtagande konvex/konkav ir alltsa oberoende av varandra.

Vi kommer i foljande avsnitt att ge en katalog over nagra viktiga typer av funktioner (men uteldmnar de trigono-
metriska)

2.0.2 Ovningar

2.0.1 Matcha de fyra graferna nedan med en av foljande historier:

a) Jag fick punktering under bilresan. Jag stannade och bytte hjul. Sen var jag tvungen att snabba pa for
att hinna fram i tid.

b) Min bli gick sonder sa jag parkerade den i vigrenen.

c) Nir jag limnat paketet pa posten korde jag hem igen.

Hitta pa en egen historia till den aterstaende grafen.

fart fart fart fart
tid
tid tid tid

2.0.2 Ten stad ér antalet (métt i 1000-tal) invanare en funktion f av antalet ar efter 1960. Vad betyder f(35) = 53?

2.0.3 Virdet (mitt i 1000-tal kronor) pa en bil #r en funktion f av bilens alder (miitt i ar).
a) Vad betyder f(5) = 63?
b) Ar f vixande eller avtagande?
¢) Ar f konvex eller konkav?

2.1 Algebraiskt givna funktioner

Vi tittar forst pa funktioner som bildas genom att man anvénder de fyra rikneoperationerna pa en variabel tillsam-
mans med konstanter.
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2.1.1 Linjira funktioner

En funktion av formen f(x) = kx+ m, dér k och m &r konstanter, kallas en linjéir funktion. Grafen till en sidan dr
en rit linje som har ekvationen y = kx + m. Man siger att variabeln y beror linjért pa variabeln x.

Vi ser att f(0) = m sa (0,m) &r grafens skiirningspunkt med y-axeln. Nir 0 = kx +m dr x = —k/m, sa (—k/m,0)
ar skdrningspunkten mellan grafen och x-axeln.

Om man kénner till tva av vérdena till en linjar funktion sa kan man bestimma konstanterna k och m

Exempel. Kostnaden for en fastighets vatten och avlopp ir en linjir funktion av volymen forbrukat vatten. Kost-
naden for en kubikmeter dr 1000 kr och for tva dr den 1800 kr. Vad ir kostnaden for 3/4 kubikmeter och vad &r
konstande for O kubikmeter.

Lésning. Vilater f(v) = kv+ m vara konstaden for v kubikmeter. Vi vet att

1000 = k-14m
1800 = k-2+m

Tar vi skillnaden mellan den nedersta likheten och den 6vre far vi 800 = k. Sitter vi in det i den Oversta far vi
m = 200, s& att
f(v) =3800v+ 200

Det betyder att kostnaden for 3 /4 kubikmeter ér f(3/4) = 600+ 200 = 800 kronor. Den fasta kostnaden &r f(0) =
200 kronor. O

En linjér funktion f(x) = kx + m &r vixande om riktningskoefficienten k ir > 0 och avtagande om den ér < 0.

2.1.2 Polynom

Ett monom i variabeln x ér en funktion av formen f(x) = kx”, &r k &r en konstant och n ett konstant naturligt tal.
Om k # 0 har monomet grad n.

2

Exempel. f(x) = /2x° ir ett monom av grad 5, men varken x 2 eller x°/? &r monom. O

En funktion f ér udda om f(—x) = —f(x) for alla x. Om i stiéllet f(—x) = f(x) s dr f jdmn. Ett monom av jimn
grad dr en jamn funktion och ett monom av udda grad &r en udda funktion.

En funktion p &r ett polynom om den ges av en formel som 4r en summa av monom av olika grader. Den hogsta
graden bland monomen &r polynomets grad.

Exempel. Om p(x) = 2+ 3x+4x> — 3x°, s ir p ett polynom av grad 5. O

Polynom ir i allménhet varken udda eller jimna funktioner.

2.1.3 Rationella funktioner

En funktion &r rationell om den ges av en formel som ér en kvot mellan tva polynom.

Exempel. Funktionen f som ges av
2—x—x?
flx) = 3 —8x+x2

ar en rationell funktion. O

Definitionsméngden till en rationell funktion bestar av alla reella tal utom de som ir nollstillen till ndmnaren. I
exemplet ovan ir funktionen definierad for alla x utom de som l6ser 0 = x> — 8x+3, dvs utom i x = 4+ /13.
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2.1.4 Ovningar

2.1.1 En linjér funktion f har en graf som gar genom punkterna A och B. Bestédm f(2), f(¢) och avgér om f dr
vixande eller avtagande om

a) A=(0,2)ochB=(1,1), b) A=(3,5) ochB=(-2,1), ¢) A=(-3,5)0chB=(4,—1),
2.1.2 I figuren nedan illustreras de sex linjerna med ekvationerna

a) y=-2,72x b) y=0,001+0,001x ¢) y=27,9-0,1x

d) y=0,1x—27,9 e) y=-5,7—200x ) y=x/3,14

Skalorna langs x— och y-axlarna kan vara olika. Vilken linje hor till vilken illustration?

Yy i) v (i) y (iif)

y (iv) v (v) y (vi)

2.1.3 I figuren nedan illustreras graferna till de tre polynomen
a) x2—x b) X —x c) x*—x2

Vilken graf hor till vilket polynom?
W 7 (ii)\ Y / Y1 (i)

2.1.4 I figuren nedan illustreras graferna till de tre rationella funktionerna

8

x X 2
_r b X
x2—1 )

2) x2+1 c)

Vilken graf hor till vilken rationell funktion?

y ‘ (i) _Ju‘ Q) uykﬁii)
T S
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2.2 Potens- och exponentialfunktioner

Vi ldmnar de funktioner som definieras enbart med hjdlp av de fyra rikneoperationerna och en variabel x.

2.2.1 Potensfunktioner

Potensfunktioner dr generaliseringar av monom; varje monom ir en potensfunktion.

En funktion f &r en potensfunktion om den ges av en formel av typen
F(x) = kx“.
Tex ir f(x) = 3x*/2 och g(x) = v/3x~ /2 = \/3//x potensfunktioner.

Exempel. Mantelarean av ett klot med volym V ir en potensfunktion av V.

Om r ir klotets radie giller att A = 477> och V = 4713 /3, 54 att bade arean och volymen ir monom-funktioner av
variabeln r.

Vi ser att A3 /V? =367, sd att A = v/26wV?/3. Alltsé ir A en potensfunktion av V. O

Att bestimma defintionsméngden till potensfunktion f(x) = kx“ kan vara lite klurigt. Den beror pa vad a &r. Om a
dr ett positivt heltal tex 2 ir funktionen f(x) = kx* definierad for alla x. Om a = 1/2 ir f(x) = ky/x bara definierad
pé intervallet [0,c0), dvs alla reella tal utom de negativa. Om @ = —1 #r f(x) = k/x definierad for alla x utom
x=0.

Alla potensfunktioner ér atminstone definierade pa intervallet (0, oo].

Figuren illustrerar grafer till potensfunktioner f(x) = x* for nagra olika virden pa a.

1 .1'71/2 _ 1/\/5
—1

x

Observera att potensfunktionen ir striingt avtagande pé (0,00) om a < 0 och striingt vixande om a > 0.

Exempel. Volymen V och arean A av en (vuxen) individ i en specifik djurart &r proportionella mot kubiken
respektive kvadraten pa individens ldngd /.

Detta kan man forstd om man ténker sig att individen delas in i ett stort antal kuber som aproximerar dess volym
noga. Om lidngen dndras med en faktor i en kub dndars volymen med kubiken av faktorn. P4 samma sétt med arean.

Man fér alltsa att V (1) = kI* och A(I) = mI?, for nagra konstanter k och m. Av detta foljer att A = (m> /k?)'/3V?/3
eller
A=cV3,

om vi sitter ¢ till konstaten > /k*. Det betyder att en individs area 4r en potensfunktion av individens volym. Man
liggermirke till att nér en individ vixer till i volym sa vixer arean langsammare.

Detta har konsekvenser for hur stora olika djurarter kan vara. For en encellig organism sker utbytet av fododamnen
och slaggprodukter genom arean, medan metabolismen sker i det inre och beror pa volymen. Forhéllandet V /A =
¢V1/3 kan dirfor inte vara forstort; metabolismen kan inte vara storre in majligheten att uppta fodoimnen. Den
kan heller inte vara for liten, for da skulle metabolismen inte réicka till for att stodja arean. Det betyder att Vi3
inte kan understiga ett visst virde och inte Overstiga ett annat. Diarmed dr den mojliga volymen for organismen
begrinsad av tva kritiska virden.

Resonemanget giller &ven om man betraktar flercelliga organismer och till arean ridknar arean av organ som stodjer
metabolismen med upptag och utsondring, tex tarmar och lungor. Teskedsgumman kan inte finnas for hennes area
skulle vara for stor i férhallande till hennes volym. 0
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2.2.2 Exponentialfunktioner

Antag att vi far informationen att antalet bakterier i en viss bakteriekoloni vixer med r% varje timme. Om antalet
bakterier ir N stycken vid ett visst tillfille si &r de d (14 r/100)N efter en timme och (1 +7/100)?N efter tva
timmar, oS V.

Men tillvixten sker sker helat tiden sa vi kan vara intresserade av att veta hur manga bakterierna &r efter sdg 10
minuter. Ett sitt att fa en uppfattning om detta vore att dela r med 6 (eftersom det gar 6 - 10 minuter pa en timme).
Och chansa pa att de dr ungefir (14 r/(6-100))N efter 10 minuter.

r/100
Efter en timme skulle de da vara (147/(6-100))°N = ((1 +r/6- 100))6'100/’) N. Detta &r inte precis samma

som (1+r/100)N, men det struntar vi i just nu.

Vi behover inte stanna vid sex delar av en timme utan kan ténka oss att vi delar den i n lika delar. Med motsvarande
resonemang skulle vi efter en timme fa

#/100
N

((1 +r/(n- 100))”"100/’)

Uttrycket (14 r/(n-100))*1%/" 4r intressant hir. For att forenkla for oss sitter vi & = r/(n-100) och ser att
kommer allt ndrmare O ju storre n blir. Detta brukar skriva A — 0, nir n — oo och utldses “h gar mot O nér n gar
mot oéndligheten.

Forenklingen ger att vi vill undersoka (14 A)'/" nir h nirmar sig 0.

En berdkning med programvara ger foljande tabell:

h 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
(14+n)'/" | 2.59374... | 2.70481... | 2.71692... | 2.71814... | 2.71826... | 2.71828...

Man kan visa att (14-/4)'/" nérmar sig ett speciellt tal, som man betecknar e, niir i1 — 0. Talet e kallas grénsvirdet
av (1+h)'/". Det skrivs

==

¢ = lim (1+h)
h—0

och utlises limes av (1 +h) /1 nigr h gar mot 0. Efter en timme skulle bakterierna nu var
o7/100p

Hir har det hdnt nat viktigt! For r har flyttat fran basen till exponenten. Om vi nu delar timmen i n delar och lika
sa r far vi efter en timme far vi en liket som faktiskt stimmer:

(er/(n-l()O))nN — er/lOON
Vi kan latt beréikna antalet bakterier vid vilken tidpunkt som helst enligt:

antalet efter ¢ timmar = e"’/1%0.

Vi har fatt en funktion f(¢) = €' /100N som talar om hur manga bakterierna ér efter # timmar, diir ¢ kan vara vilket
reelt tal som helst.

Enda problemet ir att det inte stimmer exakt efter en timme:

1% £ (14 7/100)
Losningen pa detta dr att vi ska anvinda ett annat virde pa r nér vi skriver det i exponenten dn nér vi skriver det i
basen. Precis hur man berdknar detta virde ska vi aterkomma till i avsnittet om logaritmer.

Det r vi anviinde fran borjan mitte den procentuella tillvixten per timme. Nér vi anvinder r i exponenten miter det
den procentuella kontinuerliga tillviixten.

En funktion f dr en exponentialfunktion om den ges av en formel
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flx)= md*,

dédr a > 0, m och k &r konstanter som inte dr 0. Observera skillnaden mot potensfunktion; i en saddan star vari-
abeln i basen, medan den star i exponenten i en exponentialfunktion. Enligt raknereglerna for potenser kan en

exponentialfunktion ocksa skrivas f(x) = mb* dir b ir konstanten b = a*.

Den i sirklass vanligast forekommande exponetialfunktionen i
tillampningar &r den nir a = e. I sjdlva verket kan varje annan ex-
ponentialfunktion skrivas om med e som bas, som vi kommer att
se 1 avsnittet 2.4 om logaritmfunktioner.

I figuren hér intill ser du grafen till exponentialfunktionen f(x) =
e for nagra olika virden pa k.

Funktionen &r definierad for alla reella tal x. Den &r konvex och
avtagande om k < 0 och viixande om k. Man talar om exponentiellt
avtagande respektive exponentiellt vixande. Konstanten k kallas
den kontinuerliga fordindringstakt med vilken funktionen avtar el-
ler véxer.

Observera att f(x) = e alltid 4r positiv och att en exponentiellt avtagande funktion nirmar sig O nir x blir stort,
dvsx — oo. En exponentiellt viixande funktion gér mot 0 nir x — —eo. Liigg ocksa miirke till att f(0) = 1.

Fran riknereglerna for potenser foljer rikneregler for en exponentialfunktion f(x) = e**:

flx+x0) = f(x).f (x0)
f(mx) = (f(x)"

Exempel. Raderna i tabeller anger métvirden for en linjér funktion, en potensfunktion och en exponentialfunktion.
Ange en formlen for var och en av funktionerna.

X 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
F(x) | 3,0000 | 5,1840 | 82320 | 12,2880 | 17,4960 | 24,0000
g(x) | 27,0000 | 41,8998 | 65,0221 | 100,9042 | 156,5877 | 243,0000
h(x) | 1,0000 | 1,8000 | 2,6000 | 3,4000 | 4,2000 | 5,0000

Losning. Mitvirdena pa variabeln ir jamnt fordelade: de &rx =1+n-0,2dirn=0,1,...,5.

For en linjér funktion géller da att skillnaden mellan virdet i tva pa varandra f6ljande x-virden
ar konstant. For en exponentialfunktion géller da att kvoten mellan vérdet i tva pa varandra
foljande x-vérden 4r konstant.

Genom att titta i tabellen ser vi att skillnaden mellan tva pa varandra foljande funktionsvirden &r konstant (0,8000)
bara for i(x), sa den ér linjér.

Vi ser ocksa att kvoten mellan tva pa varandra foljande funktionsvirden for f(x) ger :
5,1840 8,2320 12,2880 17,4960 243,0000

=1,72 =1 =1,492 =1,42 — =1,3717.
3,0000 7280, 5,1840 5880, 8,2320 4927, 12,2880 4238, 12,2880 ;3717

Det betyder att f(x) inte &r en exponentialfunktion utan en potensfunktion. Alltsa ir g(x) exponentialfunktionen.
Vi tittar pa de successiva kvoterna av funktionsvirden for att vara pa den sikra sidan:

41,8998 65,0221 100,9042 156,5877 243,0000
’ —=1,5518, -2 —=1,5518, —" 2 — 11,5518, 2> """ — 11,5518, 21— _ [ 558.
27,0000 707 41,8998 U7 65,0221 7T U 100,9042 0T 156,5877

Funktionen f ges alltsd av f(x) = kx“ for nigra konstanter k och a. Av tabellen far vi 3 = f(1) = k, och 24 =
f(2) =k2%=3.2% 54 2% =8 och a = 3. Alltsd

flx)=3-x.
Funktionen g ges av g(x) = mb*. Av tabellen ser vi 27 = f(1) = mb och 243 = f(2) = mb*. Kvoterna mellan dessa

ger b =243/27 =9 sd att 27 =m-9 och m = 3. Alltsa
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glx)=3-9%

Funktionen A ges av h(x) = kx+m. Av tabellen ser vi 1 = h(1) = k+m och 5 = h(2) = k-2 +m. Skillnaden mellan
dessa ger 4 = k, som ger m = —3. Alltsa

h(x) =4x 3.

Generellt giller att tva métpunkter pa grafen ricker for att bestimma en formel for sa vil en
linjdr funktion, en potensfunktion som for en exponentialfunktion.

Exempel. En patient far en medicin via dropp. Kvantiteten ¢(¢) av den verksamma substansen i blodet vid tiden #
ges dd av g(t) = S(1 — e ™), dir k och S 4r nigra positiva konstanter. Vad betyder S? Skissa grafen till g.

Losning. Eftersom k > 0 giller att e~ — 0, niir  — oo (exponentiellt avtagande). Det betyder att S ir den kvantitet
som finns i blodet langsiktigt: S dr méttnadskvantiteten.

Om vi gor en omskrivning far vi Se ¥ = S — ¢(t) som ir exponentiellt av-
tagande. Det betyder att g(¢) ndrmar sig S pa ett sitt som gor S — g(z) ex- S
ponentiellt avtagande. I figuren dr Linjen som ir parallell med ¢-axeln och

gar genom S pa g-axeln streckad. Det &r rimligt att ¢(¢) ndrmar sig ett stabilt
virde S, trots att mer tillf6rs hela tiden, eftersom substansen ocksa utsondras

ur kroppen.

2.2.3 Ovningar

2.2.1 En potensfunktion f har en graf som gar genom punkterna A och B. Bestdim f(2) och om f ir véxan-
de/avtagande, konkav/konvex nér

a) A= (1,4)ochB=(4,2) b) A=(2,3) och B=(6,27) c) A=(8,4)och B=(27,54)

2.2.2 Enligt en formel kan en persons kroppsarea (miitt i kvadratmeter) uppskattas med
a = 0.007y17/40529/40
dér v dr vikten i kilogram och % dr hojden i centimeter.

a) Vilken idr i sé fall kroppsarean av person som viger 64 kg och ér 160 cm lang?
b) Vad viger en person som har kroppsarean 1,5 m? och ir 180 centimeter 1ang?
¢) Los ut & som funktion av a for personer med vikten 70 kg.

2.2.3 Nedan illustreras fyra funktioners grafer. Samtliga funktioner har att géra med exponentialfunktioner. Ange
en mojlig formel for var och en av dem.
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2.2.4 Vilka av foljande funktioner dr exponentiellt avtagande och vilka &r exponentiellt vixande?

a) f(t) = 1502 b) f(t) =2e 0 o) f(r) =7 d) f(t) =9e V2

2.3 Invers till funktioner

En stek placeras i en ugn som haller temperaturen 175°C. Om f(¢) dr stekens temperatur vid tiden ¢ efter att den
siitts in ges funktionen av f(¢) = 175 — Ce ¥ enligt Newtons virmelag, for nigra positiva konstanter C och k.

Eftersom Ce ¥ ir exponentiellt avtagande nirmar sig stekens temperatur 175 nir t — oo

Om steken har temperaturen 7y nér den sitts in dr Ty = 7(0) = 175 —C, sé
C = 175 — Ty. Efter den preciseringen har vi alltsa

f(t) =175 — (175 —Ty)e ™.

S
Grafen till f illustreras i figuren 100
Vid varje tidpunkt kan vi beriikna stekens temperatur. Men vi skulle ocksa T

0

kunna vinda pa steken och anvind den som en klocka. Om vi 6ppnar ungen
och avléser en vil placerad kottermometer kan vi faktiskt sdga hur lang tid
det gatt sedan den stoppades in i ugnen. Tiden ¢ &r en funktion av stekens
temperatur 7. Den funktionen kallas inversen till f och betecknas f~!. Tex
ar £~1(100) den tid det tar for steken att fa temperaturen 100°C. Ligg noga
mirke till att £~!(7) inte alls &r 1/£(T)!

For att hitta en formel f~!(T) #r skulle vi behova l6sa ut ¢ ur likheten T = 175 — (175 — Ty)e ™™, dir nu T ir
given. Det klarar vi inte riktigt med de funktioner vi har nu, men principen &r klar; ibland gar det att vinda om en
funktion. Med hjilp av grafen kan vi avlisa vad f~!(T) #r for en given temperatur 7.

En funktion f dr inverterbar om det for varje fix y finns hogst en 16sning till ekvationen
f(x) =y, dér x dr den obekanta.

I figuren till hdger har ek-
vationen yy = h(x) tre 16s-
ningar, men yo = g(x) ba-
ra en. Villkoret dr samma
som att sdga att varje linje
parallell med x-axeln skér
grafen hogst en gang. T ex
dr det ddrmed klart att

alla stringt vixande och stringt avtagande funktioner &r inverterbara.

Samtidigt star det klar att tex funktionen g(x) = x? inte ir inverterbar, eftersom tex ekvationen 1 = f(x) = x> har
tva 1osningar x = £1.

For en inverterbar funktion f kan man definiera dess invers f~' genom att lita f~!(y), for fixt y, vara 16sningen
till ekvationen y = f(x), dér x dr obekant. Om om ekvationen saknar 16sning for nagot y, sé betyder det att y inte
ingér i defintionsmingden till £~

Exempel. Den linjira funktionen f(x) = 5x —4 ir stringt viixande eftersom riktningskoefficienten idr positiv. Den
har alltsa en invers f~! som vi nu beriknar en formel for.

f~!(y) dr 16sningen till ekvationen y = 5x — 4 dir x #r den obekanta. Det ger f~'(y) = x = (y +4)/5. Nu &r
det ju vanligast att man kallar variabeln i funktioner f6r x. Om man tex vill rita grafen till f och f~! i samma
koordinatsystem, sa maste de ha samma variabel. Men det 4r ju litt ordat: det &r bara att byta ut y mot x i formeln,
saatt £ (x) = (x+4)/5.

Man ska observera att det inte 4r nagon skillnad mellan f~!(y) = x = (y+4)/5 och f~'(x) = (x+4)/5, de ger
samma formel for funktionen f~!. Bada siger att f~!(reellt tal) ir en femtedel av summan av det reella talet och
fyra. U
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Exempel. Funktionen f(x) = x+ 1/x &r inte inverterbar. Vi ser det om vi forsoker 16sa ekvationen y = x+ 1/x.
Om vi multiplicerar bida sidor med x far vi yx = x*> + 1 som ger andragradaren 0 = x> — yx + 1. Losningarna till
den dr x = y/2+1/y2/4 — 1. Vi ser att vi far tvd 16sningar om tex y = 4 niimligen 2 ++/3. O

Exempel. Funktionen f(x) = +/x ér striingt viixande och definierad utom nir x ir negativt. Den har en invers och
£~ (y) dr 16sningen till y = \/x, dvs x = y*, men bara om y inte ir negativt. Det betyder att f~!(y) = y?, men att
den bara #r definierad nir y ligger i intervallet [0,00). O

Vi har alltsa att
fﬁl(y) =X, preCiS nar y:f(x)

Om vi anviinder f pa den forsta likheten far vi £(f~!(y)) = f(x) som &r y enligt den andra. Om vi anviinder f~! pd
den andra likheten far vi f~!(y) = f~'(f(x)), déir f~'(y) = x enligt den forsta. For en inverterbar funktion gller

fF ') =y och f(f(x)=x,

s4 man kan siiga att en funktion f och dess invers f~! upphiver varandra. Aterigen, observera att det inte 4r nigon
skillnad pa att skriva f(f~'(y)) =y eller f(f~'(x)) = x. Bida siger att om man tar f~' av ett reelt tal och sedan
anvinder f pa resultatet sa far man tillbaka det tal man startade med.

Antag nu att vi vill rita grafen till f och £~! i samma koordinatsy-
stem. For att rita grafen till f ska vi pricka in alla punkter (x, f(x)) f
och for att rita grafen till f~! alla (x,~'(x)). Om vi kastar om
ordningen pa forsta och andra koordinaten betyder det att vi speg-
lar grafen i linje x = y i planet. For grafen till f far vi da punkterna
(f(x),x) = (f(x),f~1(f(x))) som faktiskt &r en punkt p grafen till
1, eftersom andra koordinaten ir f~! av den forsta. ﬂH

AN

\((1/,, by = (a, f(a)) = (f~1(b),b)

o (boa) = (b, f7H(D)

Det betyder att

Grafen till £~! dr spegelbilden till grafen av f i linjen x = y.

2.3.1 Ovningar

2.3.1 Lat f(¢) vara vikten i kg hos en viss individ av en djurart, vid tiden 7 miitt i ar.

a) Ar f inverterbar?

b) Om du ténker dig att individen &r under stadig utveckling i ett visst intervall av tiden [0, 20]. Vad betyder
da £(15) och f~1(15)?

¢) Om individen &r du sjilv, dr da f inverterbar?

2.3.2 Vilka av foljande funktioner dr inverterbara? Bestdm inversen om den finns. Anvind x som variabel i inver-
sen.

) fx)=x"-2 b) glx) =x*—2 ¢) h(x)=—4x+5

d) k(x) =x* —2x+2 med defintionsmingd [1,o0)
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2.4 Logaritmfunktioner

Eftersom exponentialfunktioner antingen dr stringt vixande eller stringt avtagande &r de inverterbara.

Vi tittar nirmare pa f(x) = ¢. Inversen f~! till den kallas den naturliga
logaritmen och betecknas normalt med In. Vi har alltsa att

Iny=x precisnir y=¢* ’ e
’ // Inx
For att beréikna In5 ska man alltsa fundera pa vad man ska vélja x till for att . / "
fa ¢ = 5. For att beridkna In1 ska vi 16sa 1 = ¢*, som har 16sningen x = 0, ///’ .

sqattlnl =0. -

Grafen till In(x) &r spegelbilden till grafen av ¢* och dérfor dr Inx en stringt
vixande funktion som dr konkav. Vidare géller att Inx bara &r definierad for
positiva x. Dessutom gér Inx mot oéndligheten nér x gar mot oindligheten -2 1
och mot negativa odndligheten nir x ndrmar sig 0.

Mycket viktiga rikneregler for logaritmer, dédr a > 0 och b > 0 (sé att loga-
ritmerna &r definierade):

In1=0 Ine=1

Inab=1Ina+1nb, In (%) =Ina—1Inb,

In (é) = —Ina, In(a‘) = clna,

et =g In(e?) = a, dir a idr godtyckligt

Speciellt ser vi att In omvandlar en produkt till en summa och en kvot till en differens.

Alla riknereglerna foljer fran att Inx dr inversa funktionen till ¢* och riknereglerna for potenser.
Tex har vi "% = gb = ¢"?e"b — pnatinb yijket ger rikneregeln Inab = Ina + Inb.

Exempel. Forenkla In(1/e?)

Losning. Med riknereglerna fa vi

In(1/¢*) = —In(e?)=—2Ine= -2
O
Exempel. Forenkla 31n2 +21n3 —4In/6
Losning. Med riknereglerna fa vi
3In242In3-4Inv6 = 23 +1n3? —ln(\/64) =In8+1n9—1In36=1In(8-9/36) =1In2
O

Nir vi inforde exponentialfunktionen diskuterades problemet att bestimma den kontinuerliga tillvéixttakten nér det
var givet att tillviixten efter en timme var r%. Vi kan nu 16sa det. Vi vill bestimma ry s att ¢"1/19 = 1 4-7/100. Vi
tar logaritmen av bada sidor och far

r1/100 =1In(1+r/100), eller r; =100In(1+r/100)

Man kan visa att nir ¢ dr litet (néra 0) giller att In(14¢) /& ¢ sd nér r &r litet & r; = 100-r/100 = r, men i allménhet
dr r nagot storre n ry, nagot som banker utnyttjar i sin marknadsforing nér de anger den kontinuerliga rintan, som
omriknat till arlig rinta blir nagot hogre.

Exempel. En bakteriekoloni vixer i antal med den kontinuerliga tillvixttakten 3% per timme. Hur lang tid tar det
innan bakterierna fordubblats?
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Losning. Lat oss siga att antalet bakterier dr N vid tiden r = 0. Deras antal vid tiden 7 (i timmar) dr di Ne®%¥. Vi
vill 16sa Ne®03 = 2N, eller €9 = 2. Vi tar logaritmen av bada sidor och far

0,03t =1n(2) eller r = 1001n(2) /3 & 23, 104. Sa svaret &r efter lite drygt 23 timmar. O

2.4.1 Andra logaritmer

Alla exponentialfunktioner f(x) = a* ér stingt avtagande eller viixande och dirfor inverterbara. Inversen till f(x) =
a* brukar kallas a-logaritmen av x och betecknas log,, x.

Vi har att ¢!°%* = x, s& man kan tinka pa log, x som det tal man ska upphéja a till for att fa just x.

c=log,x betyderatt a‘=x

De rikneregler som géller for den naturliga logaritmen géller for alla logaritmfunktioner.

Exempel. Berikna log,,(0,01) och 1018105,

Lisning. Vi har log;(0,01) = log;;(1072) = —2log,((10) = —2, fér log,, 10 = 1 eftersom 10! = 10.

Vi har 107102105 = 1 /1008105 = 1/5. O

Exempel. Forenkla log;,50 —log;(0,5.
Lisning. Vi har log;(50 —log,(,0,5 = log,,(50/0,5) = log,,(10?) = 2. O

Alla exponentialfunktioner kan skrivas med den naturliga exponentialfunktionen. Om f(x) = ma** har vi

Inak*

f(x) =mad"™ = me"™*" = me™ M.

Lika sa kan alla logaritmfunktioner skrivas med hjilp av den naturliga logaritmen. Vi har att

x= alogax — (elna)logax — elnulogax7

Inx

men eftersom x = ™" ger detta

1
Inx =Inalog,x, eller log,x= %.

2.4.2 Logaritmisk skala

Att rita grafer till exponential- och potensfunktioner pa papper blir ofta ganska svart eftersom de vixer eller avtar
snabbt. Om man till exempel vill rita grafen till potensfunktionen f(x) = x> nr x ligger mellan 0 och 25 ska man
ha en y-axel som gar fran O till 25 medan x-axeln bara behdver ga mellan 0 och 3.

Logaritmer #r ett utmérkt hjdlpmedel for att rita grafer till sadana funktioner. Idén &r att i stéllet for att markera tex
y-viirden pa vanligt sitt lings den lodrita axeln sa markerar man logaritmen Y = Iny av av y-virden. Man anvinder
da logaritmisk skala lings den lodrita axeln. Det r ocksé vanligt att man anvénder 10-logaritmen ¥ = log;,(y) av
y i stillet for den naturliga logaritmen. Skalan blir da mer l4ttlédst eftersom vart sétt att skriva tal anvénder basen
10.

e 82 (33 (54 (35 y

1 2 3 4 5 Y =Iny

10 10° 10® 10* 10° y

} } } } }

1 2 3 4 5 Y =logioy
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Antag att vi vill rita grafen till f(x) = 352 dir vi anviinder 10-

167
logaritmisk skala ldngs den lodrita axeln. Vi ska da i stillet for att P
pricka in punkter (x, f(x)) pricka in (x,log;o(3¢"/?) = (x,log;o 3 + P Y = log,((3) + log,(5)/2

xlog;4(5)/2). I praktiken betyder det att vi ritar grafen den linjen
Y = xlog;y(5)/2 +10g103 i koordinatsystemet.

Om man anvinder en logaritmisk skala lings bara en av axlarna
brukar man sédga att man anvinder semi-logaritmiskt koordinatsy-

stem.
102 Antag att vi vill rita grafen till potensfunktionen f(x) = 5-x'"/7. Vi
10! tar logaritmen log,(f(x)) =1log;q5+ 11log;o(x)/7. Om vi anvén-
10° der logaritmisk skala lings bada axlarna, X = log,(x), Y =1logqy
ol Y = 10810 (5) + Hlogyo(2)/T = log10(5) + 11X/T petyder det att vi ska rita den rita linjen ¥ = log,q 5+ 11X /7.
102 Om man anvinder en logaritmisk skala ldngs bada axlarna brukar
10 man siga att man anvinder dubbel-logaritmiskt koordinatsystem.

e Om man anvinder logaritmisk skala lings den lodrita axeln blir grafen till en exponen-
tialfunktion en rit linje.

e Om man anvinder logaritmisk skala ldngs bada axlarna blir grafen till en potensfunk-
tion en rit linje.

2.4.3 Ovningar

2.4.1 Forenkla

a) Ine? b) Iny/e ¢) In(1/e) d) In(1/e?) ) e’ f) e~In3
2.4.2 Forenkla

a) log;y1000 b) log;,0,01 ¢) 10204 d) 1021007 &) [07logwt ) 1071021003
2.4.3 Skriv om foljande som logaritm av ett uttryck

a) 3lna b) Ina+2Inb ¢) clna—Inb d) ¢—3Inb

2.4.4 1 figuren ser du grafen till tre funktioner f, g och h ritade semiloga-
ritmiskt med 10-logaritmisk skala lings den lodréta axeln. Bestdm en
formel for var och en av funktionerna

2.4.5 1 figuren ser du grafen till tre funktioner f, g och & ritade dubbelloga-
ritmiskt med naturliga logaritmer. Bestim en formel for var och en av
funktionerna
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2.5 Ekvationer med exponential- och logaritmfunktioner
2.5.1 Ekvationer med exponentialfunktioner

Vi ska hir 16sa nagra exempel pa ekvationer som innehaller exponentialfunktioner.
Exempel. Los ekvationen 5* = 14.

Lésning. Vi logaritmerar och far In(5%) = xIn5 =1n14, sa x =1In14/In5 (= logs 14). O

Exempel. Utsldpp av klorfluorkarbonater (som anvinds/anvindes i tex luftkonditionering och harspray) forstor
ozonlagret i den 6vre atmosfiren. Antag att ozon sonderfaller med den kontinuerliga takten av 0,25% per ar. Vilken
dr da den tid det tar for ozon att halveras (den sa kallade halveringstiden).

Losning. Antag att kvantiteten ozon 4r Q vid tiden ¢ = 0. Vi far veta att ozonet dé vid tiden ¢ ir g(t) = Qe 0002

och #r intresserade av att bestimma ¢ sa att ¢(¢) = Q/2. Vi ska alltsd 16sa ekvationen Qe %0925 = /2 eller

670,0025t — 1/2

Logaritmering ger —0,0025¢ = —In2 och t = 4001n2 (= 277,2589). Svaret ir alltsd ungefir 277 ar. U

Exempel. Bestim inversen till funktionen f(z) = 50¢%%.

Lisning. Vi har att f~(s) =1 om s = f(t) = 50e*#, 54 vi ska 16sa ut  med hjilp av s i ekvationen s = 50¢%%.

Logaritmering ger Ins = In50 +0,4¢ och vi far f~!(s) =t = (Ins —In50)2,5 = 2,51In(s/50). Svaret #r alltsi (om

vi anviinder f som namn pé variabeln i f~1) att £~!(¢) = 2,5In(s/50). O
Exempel. Los ekvationen 2° 421 = 6.

Losning. Vi observerar att 21 = 2*2~1 = 2¥/2_ Hogra ledet #r dirfor 2+ = 2*/2 = (3/2) - 2*. Vi ska alltsd I6sa
(3/2)2* = 6. Om vi multiplicerar bada sidor med (2/3) fir vi 2¥ = 4 = 22 s4 svaret #r x = 2. O

Hir 4r ett exempel dédr man kan gora en sa kallad substitution och fa en ekvation av grad tva:
Exempel. Bestim reella 16sningar till ekvationen ¢ — e* —2 = 0.

Lisning. Vi observerar att e** = (¢*)?, s& om vi sitter z = * blir ekvationen z> —z —2 = 0, som &r en hederlig

andragradare med losningarz =1/2+/1/4+2=1/24+./9/4=1/2+3/2. Vifaralltsiz=4/2=2o0chz=—1.
Men det var inte z utan x vi ville ta reda pa. Vi far tva fall:

e ¢' =z =2. Vilogaritmerar och far x = In(¢*) = In2

e ¢* = 7= —1. Ekvationen saknar 16sning eftersom e* alltid dr positivt.

Svaret ir alltsd x = In2.

2.5.2 Ekvationer med logaritmer

Exempel. Los ekvationen log; (x?) = 6.

Losning. Vi expontentierar bada sidor genom att upphdja 3 i dem och far da
x2 — 3log3x2 — 367

sdx =433 =427.

En liten varning &r pa sin plats hér. Det dr kanske frestande att skriva om log, (x?) som 2logs x, men observera att
dessa bara ir lika om x > 0 och att man i sa fall tappar bort 16sningen x = —27. g

Exempel. Bestim inversen till funktionen f(¢) =2 — 31Inux.

Vihar att f~!(y) =xomy= f(x) =2 —3Inx, sa vi vill I6sa ut x ur ekvationen y = 2 — 3Inx, eller Inx = (2 —y)/3.
Vi exponentierar och fir x = ¢™* = ¢(2>=2)/3, Det betyder att ' (y) = ¢(>=»)/3, eller om vi anviinder x som namn
pa variabeln

f_l(x) — e(2—x)/3.
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Exempel. Los ekvationen 2In(x—1) +In(x+1) = 31nx.

Losning. Vi observerar att for att logaritmerna ska vara definierade maste i tur och ordning x > 1, x > —1 och
x > 0. Alla 16sningar maste alltsa vara > 1.

Vi exponentierar och far
(x_ 1)2()C-|- 1) _ eZln(x—l)+ln(x+1) — 3y _ 3

Vi ordnar 0 i ena ledet och utvecklar:

0 = P—x-1)2x+)=-@@-24+D)x+1) - = - —x+1)=2+x—1.

Andragradaren har de tvé l6sningarna x = —1/2+ /1/4+1 = (£/5—1)/2. Av dessa #r det ingen som &r > 1,
sa ekvationen saknar ldsning. O

2.5.3 Ovningar

2.5.1 Los foljande ekvationer
a) 2*=3 b) 37 ¥ =e¢ ¢) In(x—1)+In(x+1)=2
d) In(x—2)—In(x+1)=1In2 e) 2In(x)—In(x+1)=—1In2

2.5.2 1borjan pa 60-talet skedde utsldpp av radioaktivt strontium pa grund av kdrnvapenprovspriangningar. Det togs
upp i ménniskors skelett. Om halveringstiden for strontium-90 ér 29 ér, hur stor andel av det som upptogs
1960 fanns da kvar i en person ar 2000? (Anviind en exponentialfunktion av typen a2**.)

2.5.3 Los ekvationen e = ¢+ 6

2.5.4 En stek med temperaturen 20° C, sitts in i en ugn som haller den konstanta temperaturen 175° C. Ste-
kens temperatur dr di 175 — (175 —20)e~* vid tiden ¢, fér nagon konstant k. Efter 20 minuter har steken
temperaturen 30° C. Den &r klar nir temperaturen dr 70° C. Nir 4r steken klar?

2.5.5 En bakteriekoloni férdubblas i antal pa 5 timmar. Hur lang tid tar det innan den tredubblats?

2.5.6 Du tar hostdimpande hydrokondon bitartrat. Vid ¢ timmar efter intag aterstar 10(0,82)" mg av preparatet i
kroppen.

a) Hur mycket tog du av preparatet?
b) Hur ménga procent finns kvar i din kropp efter en timme?
¢) Hur mycket finns kvar 6 timmar efter intag?

d) Hur linge drdjer det innan bara 1 mg finns kvar i kroppen?

2.6 Nya funktioner fran gamla

2.6.1 Forskjutningar och tojningar

Om f dr en funktion och ¢ en konstant kan vi fa en ny funktion g genom att sitta 92
g(x) = c¢f(x). Grafen till g &r latt att fa fran grafen till f : varje virde till f &r ,
mulplicerat med c. Grafen till g 4r d en t6jning med faktorn ¢ i lodrit led om ¢ > 0. x

Om ¢ < 0 ska dessutom grafen speglas i den vagrita axeln.

Om 0 < ¢ < 1 krymper tdjningen grafen och om ¢ > 1 dras grafen ut. 2 ¥
Om f idr en funktion och ¢ en konstant kan vi ocksa fa en ny funktion g genom att —a%/2

sitta g(x) = f(x+c). Igen dr det litt att forsta hur grafen till g ser ut utgaende fran
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grafen till f : vi ser att g i x har samma vérde som f har i x+¢. Om ¢ > 0 betyder det att vi far grafen till g genom
att forskjuta grafen till £ vagritt &t vinster med c enheter. Ar i stillet ¢ < 0 ska forskjutningen goras &t hoger.

Vi kan ocksa fa funktionen f(x) + ¢ vars graf fas fran grafen till f genom forskjutning lodritt uppat om ¢ > 0 och
nedat om ¢ < 0.

Exempel. Skissa grafen till f(x) = x>+ 6x+5.

Losning. Vi kvadratkompletterar och far f(x) = (x+3)%> —4. Vi
far grafen till (x+ 3)? genom att forskjuta den vilbekanta
grafen till x? at vinster med 3 enheter. Grafen till f far vi
sedan genom att forskjuta resultatet —4 enheter nedat.

O

Grafen till alla polynomfunktioner av grad 2 kan fas pa liknande vis frdn grafen till x°.

Exempel. Skissa grafen till f(x) =3 —e>~*.

4
—x
3
\
T
2—x (x—2)
1
1
2
3
4

Losning. Grafen till e dr vilbekant. Grafen till e- " = e~ fas
fran den genom forskjutning at hoger 2 enheter. Grafen
till —e?~* far vi genom att spegla resultatet i den vagrita
axeln. For att sedan fa grafen till f(x) forskjuter vi resul-
tatet av det 3 enheter uppat.

2.6.2 Sammansittningar

Exempel. Ett fartyg har gjort ett olje utstépp i stilla vider. Vi utgar fran att det ger en cirkulir flick pa havsytan.
Arean av den ir en funktion av flickens radie r : A = 77>. Men radien #ndras med tiden sa att den #r en funktion
av tiden, 14t oss siga att (¢) = 200(t> /(1 +t>) med enheten meter. Det betyder i sin tur att oljefickens area ir en
funktion av tiden och att A(r(1)) = wr(t)> = 400007(£> /1 +12)?. O

Givet tva funktioner f(x) och g(x) kan man bilda nya funktioner genom att ta deras sammanstdittningar: f(g(x))
och g(f(x)).
Exempel. Lt f(x) = x> och g(x) = ¢* + 1. Dé iir

som dr tva helt olika funktioner. O

Exempel. Skriv funktionerna A(t) = (1+13)?’ och k(x) = —e*" som sammansittningar.

Losning. Det finns inte bara ett siitt att gora detta pa, men vi ska dstadkomma exempel pa hur det ska goras.

Om vi sitter f(t) =t>" och g(t) = 1413 si har vi att h(¢) = f(g(1)).

Om vi sitter f(x) =2x och g(x) = —e*, sé har vi att g(f(x)) = k(x). O

Till skillnad fran tojningar och forskjutningar finns det inget létt sétt att visualisera grafen till f(g(x)) om grafen
till f och g &r kénda.
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2.6.3 Ovningar

2.6.1 Forenkla foljande om f(x) = x> + 1
a) fr+1) b) f(*+3) ) (f(1))*+3
2.6.2 Forenkla foljande om f(x) = 3x> 4 1 och g(x) = x?
a) f(g(x)) b) g(f(x))
2.6.3 Skissa graferna till foljande funktioner
a) xX>+3x—4 b) 3—dx—x? c) &3
d) e!=*+3 e) In(x+3)+3 f) In(1/(x+3)*)—1

2.6.4 Skriv 2In(x — 1) —In(x+ 1) som en sammansittning av en logaritm och en rationell funktion.

2.6.5 Figuren nedan illustrerar graferna till tva funktioner. Anvind dem for att uppskatta

a) f(g(1)) b) g(f(1)) o f(g(2) d) g(f(2))
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3 Derivator

3.1 Derivatan som forindringstakt

Exempel. En hungrig student har slagit pa stort och kopt en stek for att smorja kraset en helg. Steken sitts in
i ugnen med en vilplacerad stektermometer. Aromen far det att vattnas i munnen. Under de forsta tio minuterna
stiger temperaturen raskt och studenten, som hoppas pa snar fortiring, 1ser ett sudoku for att skingra tankarna.
Nir det #r klart avlidses termometern igen. Men nu visar sig temperaturen stiga i en besvirande langsam takt. [

I exemplet finns det en funktion f i bakgrunden: f(x) temperaturen som stektermometern visar vid tidpunkten x.
Det handlar om att virdet pa funktionen f forindras i olika takt vid olika virden pa variabeln x.

For att mita i vilken takt funktionens vérden fordndras i ndrheten av ett spe-
cifikt virde x = a pa variabeln ska vi ta reda pa fordndringen i funktionens
vérden i forhallande till fordndringen i variabeln. Lat oss vilja ett virde pa
variabeln x i nédrheten av a (x # ). Ett matt pa fordndringstakten i a ges da
av den sa kallade differenskvoten

P o f(x) = f(a)

X—a

Figlll‘ 4: Olika differenskvoter nir x = x| . . . . .. . el 0 11 fae e
respektive x = x;. dv s fordndringen i funktionsvérden mellan x och a i forhéllande till f6rédnd-

ringen mellan x och a, variabelns fordndring. Det dr i detta sammanhang
brukligt att man infor beteckningen Af som forkortat skrivsitt for fordndringen i funktionsvirde f(x) — f(a) och
Ax for fordndringen i variabelns virde x — a, s att differenskvoten kan skrivas

Af (- fx) - f(a))
A)C )
men detta beteckningssétt gor talet a osynligt, trots att det i sjdlva verket &r viktigt.

X—a

Vid nidrmare eftertanke star det klart att detta inte fungerar som matt pa funktionens fordndringstakt i a. For det
forsta sdgs ju inget om hur nira x ska ligga a, for det andra beror ju differenskvoten inte bara pa a utan ocksa pa
vad x dr: olika x i ndrheten av a kan ge olika differenskvoter.

Det som éaterstér att gora for att fa ndgot som bara beror pa a #r att lata x nirma sig a, dvs ta grinsvirdet av
differenskvoten ovan nir x gar mot a.

Nu uppstar emellertid ett nytt problem: om man i differenskvoten ersitter x med a, far man ett uttryck av typen
“0/0”. Sadana uttryck kan vara vad som helst; ibland kan man ge dem mening, men langt i fran alltid. Det precisa
sittet att sdga detta dr att man inte kan vara séiker pa att differenskvoten har nagot grinsvirde nédr x gar mot a.
Foljande definition #r dérfor pa sin plats:

Definition Vi utgar fran att funktionen f dr definierad for alla virden pa variabeln x i nirheten
av talet a. Funktionen ségs da vara deriverbar i a om differenskvoten

f(x) = f(a)

X—a

har ett gréinsviirde nir x gar mot a. Detta gransvirde betecknas i sé fall med f'(a) och kallas
funktionens derivata i a. Man har alltsé i detta fall

) tim L= F@)

x—a xX—a

Inspirerat av beteckningssittet Af /Ax for differenskvoten anviinds ocksa beteckningen

af
Ix (a)

for f’(a). Hér ska man ligga mirke till att d f /dx inte &r en kvot mellan tva tal, utan en sammanhdllen beteckning
for f/.
Exempel. Antag att funktionen f dr linjér, dvs f(x) = kx+ m, dér k och m #r ndgra givna konstanter. Lat a vara
ett fixt tal. Differenskvoten blir da

f(x)—f(a) kx+m—(ka+m) k(x—a)

= = — k.
X—da X—da X—a
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Vi ser att differenskvoten ir en konstant; den beror inte alls pa x. Nér x gar mot a, blir forstas grinsvérdet av denna
kvot ocksé k. Vi har kommit fram till att f dr deriverbar i a, for grinsvirdet finns, och att detta griansvérde ar k.
Alltsd har vi i detta exempel att f'(a) = k.

Det betyder att funktionen alltid har samma momentana forandringstakt, for f'(a) har samma virde oavsett vad a
ar. Om vi tinker pa att grafen till en linjédr funktion dr en rit linje, dr detta ndgot som inte bor dverraska. Linjéra
funktioner karakteriseras just av att de har samma konstanta derivata i alla tal a i definitionsmingden.

Ligg mirke till att grafen till f &r en rit linje med riktningskoefficient . U

Exemplet visar att om funktionen f sjdlv dr konstant, d v s har samma virde, 1at oss kalla det m, for alla x, sa att
f(x) = m, sd har f derivatan 0 i alla tal: f’(a) = 0 for alla tal a. Detta brukar ndgot slarvigt séigas “derivatan av en
konstant &r noll”.

Exempel. Vi later nu f(x) = x? och undersoker om f har en derivata i ett tal a och vad derivatan i s fall kan vara.

Losning. Differenskvoten blir nu

fO=fa) _ ¥oa_Goabra

X—a X—a X—a

med hjilp av konjugatregeln. Hir ser vi att kvoten faktiskt beror pa x, men vi forstar ocksa att grinsvirdet av den da
x gdr mot a blir a+a = 2a. Vi har kommit fram till att f iir deriverbar i varje tal a och att f’(a) = 2a. T ex har vi nir
a =10 att f/(10) = 20, men nir a = —3 har vi att f’(—3) = —6. Funktionen har olika momentan forindringstakt i
olika tal i definitionsmingden. g

Det idr inte ovanligt att man skriver det x vi anvint ovan som a + h dér h &r ett tal nédra 0. Vi vill ju att x ska vara
nira a sa da kan vi lika gérna sétta x = a+ h, dér h ligger néra O (antingen lite till vénster eller till hger om 0 pa
tallinjen). Differenskvoten i a blir da

fO-f@) W@ L (pan) - fa)),

dér vi nu i hogerledet ska lata 4 ndrma sig 0, for att fa x att nirma sig a.

Sammanfattningsvis har vi att om f &r deriverbar i a sa ges derivatan i @ av

f0) @)

x—a  X—a h—0

flat+h)—f(a)
p :

Eftersom derivatan kan variera i olika tal a i funktionen f:s definitionsmingd #r det inte sa konstigt att vi vill
tinka pa ocksa derivatan som en funktion. Om vi startar med att kalla f:s variabel for x #r det dd mest naturligt
att ocksa kalla variabeln i derivatan for x, och inte for a som vi gjort ovan. Da limpar sig inte den forsta varianten
av differenskvot vi anvinde sirskilt bra eftersom x da skulle anvindas i tva olika betydelser. Den andra varianten
duger da betydligt bittre:

Om f betecknar den ursprungliga funktionen, sa betecknas den nya funktion vi far genom att derivera i olika tal i
definitionsméngden for f” eller Df eller d f /dx. Den nya funktionen f” kallas da derivatan till f och ir, till skillnad
frén f’(a), alltsd inte ett tal, utan en ny funktion.

Varning! Det ir viktigt att ha koll pa prioritetsordningen mellan ’ och a i beteckningen f’(a). Man kan frestas att
tro att man forst kan sitta in vérdet a i funktionen och sedan derivera. Gor man det far man 0 bade som svar och
som poiéng pa ett prov! Talet f(a) ér ju en konstant och deriverar man en konstant far man 0. Man ska forst derivera
funktionen och sedan sitta in ett specifikt virde pa a.

Exempel. Bestim f(x) nir f(x) = x°.
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Losning. Vi ska bestimma grinsvirdet, nér & gar mot 0, av differenskvoten

1 1

S =) = S ((r+h) —x) =
= %(x—i—h—x)((x—l—h)z—l—(x+h)x+x2):
= (x4+h)?+x+h)x+°,

dir vi anvint att > — b> = (a — b)(a® + ab + b*) (Kontrollrikna!). Det ir ingen storre konst att se att grinsvirdet
da blir x> + x-x +x> = 3x%, nir h gar mot 0. Vi har alltsd kommit fram till att f’(x) = 3x?, eller med annat
beteckningssétt

D(x®) = (x*) =3x%

Pa liknande sitt som i exemplet strax ovan kan man visa att

D(x") =nx""! niir n ir ett positivt heltal

Exempel. Hur gick det nu for den hungrige studenten? Newton formulerade en berdmd viarmelag. Den siger att
den takt med vilken temperaturen hos ett foremal (steken) i en varmare omgivning 4ndras vid en viss tidpunkt, &r
proportionell mot skillnaden mellan omgivningens temperatur och foremalets for tillfillet (Newtons virmelag).

Om vi later  beteckna tiden och skriver f(r) for stekens temperatur och utgar frin att ugnens temperatur ér konstant
175° betyder det att

f1(6) =k(175 = f(1))

for nagon konstant k. En sadan ekvation kallas en modell for situationen och begriinsar starkt vad funktionen f kan
vara. I detta fall &r modellen vad som kallas en differentialekvation. Genom att 16sa den kan studenten ta reda pa
hur lang till det tar innan f(¢) blir 73 och steken idr redo for fortiring. O

3.2 Derivatan som lutning

Ett populirt sitt att tinka pé derivatan f”(a), 4r att uppfatta
den som lutningen till grafen av f i punkten (a, f(a)).

(a, f(a))

a+h a-+h
Vi fixerar (a, f(a)) pa grafen till f. Vi viljer ett virde a+h ,_+ 2 f(a+hs))

pa variabeln x, dér A ligger nira 0, och far nu ocksa punk-
ten (a+h, f(a+h)) pa grafen.

Linjen genom de tva punkterna har en ekvation vars rikt- a a+haa + hq
ningskoefficient vi kan bestimma till

(a + hl, f(a + h1>)

n

Figur 5: Tangent och sekanter genom (a, f(a)).

flath)—fla) _ flath)—fla)

(a+h)—a h

En sadan sekant till grafen har alltsa ekvationen

1

y= g (flath)—fla)(x—a)+fla),

for vi ser att om vi sétter x = @ i hoger led sa blir y = f(a), sa att sekanten gér genom punkten (a, f(a)).

Vi kidnner igen differenskvoten som riktningskoefficienten. Nar vi later & gar mot noll kommer denna linje dérfor
att ndrma sig linjen med ekvation

y=f(a)(x—a)+ f(a),

som ir ekvationen for tangenten till grafen i punkten (a, f(a)).
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Om funktionen f har derivatan f’(a) s kallas linjen med ekvation

y=rf(a)(x—a)+f(a)

for tangenten till grafen i punkten (a, f(a)). Den har riktningskoefficient f”(a).

Exempel.

I figuren ser du grafen till en funktion och fem
markerade punkter pa x-axeln. Man har beriknat
f'(x) i var och en av dessa men glomt bort vilken
punkt som hor till vilket virde. Rekonstruera fol-
jande tabell:

Losning.
Det &r bara i punkten med d som forsta koordinat som tangenten dr parallell med x-axeln, d v s har riktningskoeffi-
cient 0, sd f'(d) = 0.

Vi ser att tangenten i punkterna med forsta koordinat a och e har negativ lutning och att den med e har minst lutning
(=storst lutning nedét). Det ger f/(e) = —2 och f'(a) = —0,5.

I punkterna med forsta koordinat b och ¢ dr tangentens lutning positiv. Den &r storst i den med forsta koordinat c.
Det ger f(c) =2 och f(b) = 0,5. Tabellen var alltsa

x |d| b |
7 005

[\S] e

O

Exempel. Bestim en ekvation for tangenten till grafen till funktionen f(x) = x> i den punkt pé grafen dir forsta
koordinaten &r 2.

Ldsning. Den punkt pa grafen det &r fraga om ér (2, f(2)) = (2,8). En ekvation for tangenten ges av

y=f@E-2+f2)=F(2)(x-2)+8.

Vi behover bestimma f'(x), for att kunna rikna ut f'(2). Vi har att f'(x) = D(x*) = 3x%, sd f'(2) =3 -4 = 12.
Detta ger oss att tangenten har ekvationen

y=12(x—2)+8=12x—16.

3.3 Genvigar till derivator

e Dx%=ax?!, dir a #r en konstant. Om a < 1 méste x #0.
o Df=¢"

1
e Dinx= -
X

Tabell 1: Nagra grundliggande funktionernas derivator.

Hittills har vi med handkraft, utgdende fran derivatans definition som grinsvérde av en differenskvot, endast lyckats
berikna ett fatal derivator. Detta dr naturligtvis inte héllbart i lingden att behdva berikna nya griansvirden varje
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gang vi ska derivera. Vi behover en tabell 6ver kinda derivator och ett antal allmédnna regler for derivering. for
derivering.

Genom att genomfora kalkyler enligt derivatans definition kan man med viss moda bevisa riktigheten av derivatorna
i tabell 1. Dessa bor du kunna utantill.

Exempel.

a) Om vi anvénder formeln for x* med a = 1/2, fér vi

X

Derivering av “rottecken” dr sa vanligt forekommande att du bor kunna

utantill.
b) Samma formel men nu med a = —1 ger
D(l) =D ) =(-1)x"1=x2= —iz.
X X
¢) Med a = —n far vi
(4) =5ty = o= 2 -

3.3.1 Allminna deriveringsregler

De grundlidggande funktionerna récker inte till for att beskriva de intrikata forlopp som dyker upp i verkligheten. I
matematik anvinds dérfor de grundldggande funktionerna som byggstenar for att astadkomma mer komplicerade
funktioner. Vi bygger nya funktioner genom att addera, multiplicera, gdra sammanséttningar och ta kvoter av
gamla. I denna process dr det viktigt att kunna uttrycka de nya funktionernas derivator med hjilp av de gamlas.
For den sakens skull har matematiker tinkt igenom vad som hinder i detta avseende. Man har kommit fram till
foljande

Allménna deriveringsregler

L (f(x) +8(x))" = f(x) +&'(x)

2 (f() - ) = () — £'(x)

3. (c¢f(x)) = cf'(x), nidr ¢ 4r en konstant.

4. (f(x)-g(x))" = f'(x)-g(x) + f(x)g (x) (Produktregeln.)
Y _ )80 ) £ g

> (o) = 20 (votregeln,)

6. (f(g(x)) =f(g(x))- g (x) (Kedjeregeln; g’ (x) kallas i detta sammanhang for den inre
derivatan.)

Exempel. Tabellen 6ver de grundldggande funktionernas derivator och produktregeln ger

1
D(e*-Inx) =¢*-Inx+e" - — =e“(xlnx+1)/x.
x

O

Nista exempel visar hur man deriverar andra exponentialfunktioner &dn ¢* med hjédlp av en enkel omskrivning.
Generellt kan det vara bra att vid derivering forst fundera en stund om man kan forenkla ridkningarna genom att
gora en omskrivning. De foljande exemplen illustrerar detta.
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Exempel. For att derivera 5* gors omskrivningen 5° = ¢*I"3. Den kan dé ses som f(g(x)) dir f(x) = e* och
g(x) = xIn5. Eftersom D(e*) = ¢* ger nu kedjeregeln att

D(5) = = D(exms) = e’ClnsD(xlnS) =5%.1n5.

Funktionen x> har derivata D(x>) = 5x*. Forvixla inte potensfunktionen x* med exponentialfunktionen a*! U

Exempel. For ett exempel pa en rationell funktion har vi

(2x+1> _ DQx+1)(x*+3)— (2x+1)-D(x*+3)
43/ (x*+3)2
2. 43) — (204 1) 48 6—4x — 6
B (x*+3)? (432
dir vi utnyttjade kvotregeln och derivatan av en potens. g

Exempel. Berikna f'(3) om f(x) = In(5x%).

Losning. Vikan, om vi vill, férst skriva om uttrycket for f(x) med hjélp av logaritmlagarna. Vi har

f(x) =In(5x?) = In5+1nx> = In5+21nx,

1
och alltsa ir f/(x) = 042 — = 2/x. Omskrivningen Inx?> = 21nx ir bara giltig nir x > 0, men det stor oss inte
eftersom vi soker derivatan i x = 3. Vi far f/(3) = 2/3. O

Exempel. Berikna f’(—1) om f(x) = In(5x?).

Losning. Den hir gangen gor vi omskrivningen sa hir:
f(x) =In(5x%) = In5+Inx* = In541In(—x)> = In5 4 21In(—x),

—1

och alltsd dr f'(x) =042 — =2/x. Omskrivningen In(—x)? = 21In(—x) ir giltig eftersom x < 0. Vi far f/(—1) =
—X

—2. g

Exempel. Bestim f(1) om f(x) = /(y/x-Inx)*.
Lésning. Vi bestdimmer f(1) genom att forst berdikna f(x). Innan vi gor det, gor vi rotutdragning som ger om-
skrivningen

f(x) = x(Inx)?,

som 4r giltig eftersom f bara &r definierad for x > 0. Enligt produktregeln och kedjeregeln har f derivatan

f(x) = 1-(Inx)>+x-2Inx-D(Inx) = (Inx)>+2x-Inx- (1/x) = (Inx)* 4+ 21nx.

3.3.2 Sammansatta funktioner. Kedjeregeln.

Av de allminna regler for derivering som togs upp i forra avsnittet dr det kedjeregeln som bruka stélla till mest
bekymmer for den som é&r ovan.

For derivatan av en sammansatt funktion giller alltsa:

Omy = h(z), ddrz = g(x),dvsy=h(g(x)), sa dr

DD avs ()] = (g0) ¢ ().

under forutsittning att derivatorna i hogerledet finns.
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d
I detta sammanhang kallas, som tidigare papekats, d—z = g'(x) for den inre derivatan av h(g(x)).
X
Kedjeregeln dr en mycket viktig rikneregel och anvinds vildigt ofta i derivator. Vi presenterar dirfér en samling
exempel pa hur den anvinds.

Exempel. En exponentialfunktion f(x) = e/*, dir b ir en konstant, kan ses som en sammansittning av exponen-
tialfunktionen med (x) = bx. Man behover alltsa inte ta med ¢”* bland de elementira funktionerna, utan det ricker
med ett kunna derivatan av den elementira funktionen De* = ¢* och kedjeregeln fr att inse att De? = beb*. [

Exempel. Berikna derivatan av y = f(x) = vx* +x—8.
Lésning. Vikan skrivay = /zmed z = x% +x — 8 och anvinda kedjeregeln.

Vihar dy d(yz) 1 1 dz d
y < Z
- = = och +x—8)=2x+1.
dz dz 2vz 2Vx2+x-8 dx dx( )=
Alltsa dr
dy _dy dz _ 1 Gein) o B
dx dz dx 2/x2+x-8 2.V Fx—8
Pa samma siitt visas allmént med kedjeregeln att
d d(\/z) dz 1 dz
dwp=tR & _ T &
dx dz dx 2.z dx
dvs att
d g'(x)
el o) =
V) =
g
d -1 d e
Exempel. a) —(vV1—x)= ———, b) — Y+ l) = ——. 0
pel. @) VIO == D aaVet = e
Exempel. Berikna derivatan av y = f(x) = Ing(x), da g(x) &r en funktion av x och g(x) > 0.
Losning. Med y = Inz och z = g(x) fés enligt kedjeregeln
dy _dy d_d(ng) d 1 1
dx dz dx dz dx z dx g(x) £
Alltsa
d g'(x)
| -
dx ng() glx)’
som dr en mycket anviandbar formel! g
d L. . . . . d 1 d
Formeln — (Inx) = — #r forstds oberoende av vilket namn man ger variabeln. T ex giller att pr (Int) = P (Inu) =

X X
1 d 1 d
s (Inz) =—, % (In6) = —, os v deriveringsregeln giller oberoende av de bokstiver som anvinds, och x, 7, u, z, 6,
u dz z do 0

d 1 d 1 d
anvinds hér som fria variabler. Ddremot dr d—(lnz) ej lika med —, utan d—(lnz) =-- d—z enligt kedjeregeln (hir

X Z X Z ax
har vi skrivit z f6r funktionen z(x), som alltsa varierar med x .

Exempel. For alla x sddana att funktionen som deriveras dr definierad géller:

2x+1
71 4 LT
a) [n(x +x+4)] = Ea—l
d 2 52.)(
71 = :2 .
b L) = T2 =
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O

Exempel. Funktionen f(x) = In(—x) &r definierad fér —x > 0, dvs x < 0. Enligt formeln ovan med g(x) = —x
blir derivatan
gy _—1_1

Din(—x) = f() =& == =,

X

oo
PAN
=
Nl
\
=

nir x < 0. O

Det betyder att Inx och In(—x) har samma derivata. Skillnaden ér att den forsta funktionen bara ér definierad for
positiva vérden pa x, medan den andra bara &r definierad for negativa.

For att gora det bekvimt for sig dr det dérfor lampligt att anvénda funktionen |x| som till x ordnar talet x om x > 0,
och x med #ndrat tecken om x dr negativt. Det betyder att | — 3| = 3(= —(—3)), medan |5| = 5. Funktionen kallas
absolutbeloppet av x och har alltsd som enda effekt att den gor om negativa tal till positiva av “samma storlek”.
Observera att |x| aldrig dr negativt! Ekvationen |x| = 6 har tva 16sningar: x = £6.

Eftersom —x = |x| for negativa x kan nu de bada derivatorna sammanfattas med

d 1
—Injx| =— forallax+#0.
dx X

Allménnare ger nu en ny anviandning av kedjeregeln att

d
L nlg(o)] =

som alltsé giller nir g(x) # 0.
2x+3
-1 ’

Lésning. Skriv forst om f(x) med hjélp av logaritmlagarna! Man féar

Exempel. Derivera f(x) = ln‘

f(x) = In[2x+3|—In|x>—1|=I[2x+3|—In|(x+1)(x—1)| =
In|2x+3| —In|(x+1)| —In|(x—1)]

Da blir 5 )
2 1 1 x*—1)—(2x+3)x x“+3x+1
P00 PR S TS g ) e ) -5
2x+3 x+1 x-—1 (2x+3)(x*>—1) (2x+3)(x*—1)
O
Exempel. Berikna derivatan av > - v/x3 + 1.
Losning. Med kedjeregeln far man forst att
d, . d 3x2
L (e =2 h (Vi) = —2—.
I (e™)=2¢" oc oV + Wi
Produktregeln ger nu att
d d d
a(ezx. x3+1> = a(ezx)- x3+1+e2x~a< x3+1) =
:262".\/)(3+1+62X.L —
2V +1
_ 247+ 1) + 357
2V 1
O
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3.3.3 Ovningar

3.3.1 Bestidm f” och f’(2) om
a) f(x)=x+x b) f(x)=x+x/? ) flx)=(*=3)?
d) f(x)=3e"! e) f(x)=1In(3x)
3.3.2 Bestidm en ekvation for tangenten till f i den punkt pa grafen dir x = a om
a) f(x)=x*>+3x+1ocha=—1b) f(x)=x/(x**+1)ocha=2 ¢) f(x)=Inxochx=3

3.3.3 Bestidm derivatan till f om

a) flx)=4(2x+1)/(x+2)  b) f(x)=e"Inx 0 flx) =xe"+!
d) f(x)=x22"* e) flx)=V3x4+7 ) f(x)=In(7x+3)+In(1 —x)
) f(x)=e" In(2x+7) h) f(x)=eX/V+1 i) f(x)=In(1+e%)

3.4 Derivatans tecken

Nir f7(x) dr positiv lutar tangenten till grafen av f i punkten (x, f(x)) uppét; dir den &r negativ lutar tangenten
nedat. Det &r litt att tro pa foljande:

Om f’ > 0 pa ett intervall, s 4r f viixande dér.
Om f" <0 pa ett intervall, s #r f avtagande dér.

Om f" = 01 alla punkter pé ett intervall, s #r f konstant dir.

Exempel. Var ir funktionen f(x) = x* — 4x3 avtagande respektive vixande?
Losning. Vi deriverar och far f(x) = 4x> — 12x> = 4x*(x — 3), som &r negativ om x < 3 och positiv om x > 3.

Alltsa dr f avtagande pa intervallet (—eo, 3] och viixande pa intervallet [3, o). O

/—\ s
N Figur 6: Grafen till f/

Exempel. En funktion f har en derivata vars graf illustreras i figur 6. Pa vilka av de intervall som antyds i figuren
ir funktionen vixande respektive avtagande?

Lésning. Eftersom f' dr > 0 pé intervallet [a,c] dr f vixande ddr. Eftersom f’ dr < 0 pd intervallet [c,e] dr f
avtagande dar. 0
b

s

a

c
Figur 7: Grafen till f och tre andra funktioner.

Exempel. I figur 7 syns grafen till funktionen f och tre andra funktioner a, b och c. En av dessa tre &r grafen till
f'. Vilken?

40



Losning. Om vi tittar ldngst till vinster ldngs x-axeln i figuren kan vi se att f vixer dar. Det betyder att derivatan
dr positiv dér. Bara grafen till b uppfyller detta villkor. Alltsa dr b = f”. g

Exempel. I figur 8 syns grafen till funktionen f och fem punkter a, b, ¢, d och e.

a) Var byter f’ tecken?

b) Gor en grov skiss dver f'.

. ab c d T
Figur 8: Grafen till f och punkter pa x-axeln.

Losning.

a) I punkter pa grafen vars forsta koordinat dr < a &r tangentens lutning negativ, i punkter vars forsta koordinat
dr mellan a och c¢ dr den positiv, i punkter vars forsta koordinat dr mellan ¢ och e dr den negativ och slutligen
positiv i punkter vars forsta koordinat dr > e 4r tangentens lutning positiv.

Eftersom f”(x) #r riktningskoefficienten for tangenten i punkten pa grafen vars forsta koordinat &r x ger detta
att f/ viixlar tecken i a, ¢ och e.

b) Baserat pa denna information bor f’ ha en graf i stil med den i figur 9

Figur 9: Grafen till f'.

3.4.1 Ovningar

3.4.1 Avgor var f dr vixande respektive avtagande om
a) flx)=(2+1) b) f(x)=(~1) 0 flx)=e"

3.4.2 I figuren illustreras grafen till fyra funktioner. En ir grafen till . Vilken?

3.4.3 I figuren nedan illustreras grafen till tva funktioner f och g. Lat ocksa h(x) = f(g(x)) och k(x) = g(f(x)).
Uppskatta virdet av

a) f(-2,5) b) g(1/2) c) K(1) d) K(=1)
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3.5 Derivator och konvexitet

Som vi sett har definitionen av derivata f’(a) av en funktion f i ett tal @, sin utgdngspunkt i en dnskan att méta
den “momentana” fordndringen av funktionens virde i a. Eftersom denna i allminhet ar olika for olika tal a dr det
naturligt att uppfatta derivatan som en ny funktion f’.

2
Om funktionen f i sin tur har en derivata kallas denna andra derivatan av f och betecknas ofta med f”,y", %

eller D?f. Man kan sedan fortsitta att derivera flera ganger och fa derivator av allt hogre ordning. Bland olika
beteckningar som finns for derivatan av ordning n ar: f (), Y %,D” f.

Exempel. Bestim £ di f(x) = %"

Losning. Vi observerar att f'(x) = 2, f” (x) = 2- 2¢* = 22¢**. For varje gng vi deriverar kommer det fram en
2:a genom inre derivatan. Detta ger f (n) (x) = 2"e>. g

ANDRA DERIVATAN SOM ACCELERATION.

Lat oss tdnka oss att vi firdas ldngs en vdg med start vid tidpunkten ¢ = 0. Den stricka vi firdats efter ¢ minuter
betecknar vi x(¢). Du kénner séker till att x'(¢) dr det som kallas farten vid tidpunkten ¢. Andraderivatan x” (¢) dr ju
derivatan av x'(¢) och alltsd den hastighet med vilken x'(¢) &ndras, d v s accelerationen.

ANDRADERIVATANS BETYDELSE FOR GRAFEN TILL EN FUNKTION.

Med hjilp av f”(x) kan vi se hur f/(x) véxer och avtar, d v s hur riktningskoefficienten for tangenten till grafen av
f(x) éndras da x varierar. Exempelvis har vi

om f”(x) > 0 pa ett intervall, s #r f'(x) viixande pa intervallet,
om f”(x) <0 pa ett intervall, s dr f(x) avtagande pa intervallet.

Liagg mirke till att andraderivatan inte ger direkt information om forstaderivatans tecken, eller om ursprungsfunk-
tionens tillvéxt.

Populirt kan man siiga att en funktion dr konvex om grafen “vénder uppat” pa intervallet eller ser ut som atminstone
ena mungipan pa en glad mun. Den 4r konkav om grafen i stillet “vinder nedat” pa intervallet eller ser ut som del
av en sur mun.

Generellt giller att

om f”(x) > 0 pa ett intervall, s #r funktion f konvex dir,
om f”(x) < 0 pd ett intervall, s dr funktion f konkav dir.

Foljande tva figurer illustrerar tva
typiska utseenden. Grafen till véns-
ter visar en funktion med positiv
andraderivata och ddrmed véxande
/\ derivata, dvs f &r konvex. Den till
hoger, visar en med negativ andra-

~ ~ derivata, alltsa med avtagande deri-
vata, dvs f dr konkav.

Exempel. Skissa grafen till en funktion med derivata som &r negativ overallt, men vars andraderivata ibland ar
positiv och ibland negativ.

Losning. Vi ska alltsa para ihop delar av en glad och en sur mun och samtidigt se till att det blir grafen av en
avtagande funktion. En sadan graf kan se ut som i figur 10. O

Figur 10: Grafen till en avtagande funktion som forst ir konvex och sedan konkav.
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3.6 Max- och min-problem

Vi forutsitter att vi har en funktion f som dr definierad i alla tal i ndrheten av en Y f
punkt xp. Om dé f(x) < f(xo), for alla tal x i nagot intervall runt xo, sé ségs xo
vara en lokal maximipunkt for f.

Pa liknande vis &r xo en lokal minimipunkt om f(x) > f(xo) for alla x i nagot

intervall kring xo. a b x

I dessa fall siger man ocks4 att f har ett lokalt maximum respektive minimumi F1gUr 11: Enlokal maximipunkta och
minimipunkt b till f.

XQ-

I figur 11 dr sadana intervall runt maximipunkten ¢ och minimipunkten b till f

markerade.

Funktionens vdrde i en lokal maximi- respektive minimipunkt kallas lokalt
maximi- respektive minimivdrde till funktionen. Det &r inte ovanligt att man i
/\ stillet kallar sadana vérden for lokala maxima respektive minima.

; Ett virde till en funktion f som é&r storre dn alla andra védrden som funktionen
b x antar kallas ett storsta virde, eller ett (globalt) maximum till f. Pa motsvarande
sétt definieras ett minsta virde, eller ett (globalt) minimum till en funktion.

7

Figur 12: Funktionen f har ett max- Man ska ldgga mirke till att det léngt ifran alltid dr sa att en funktion har sddana
imum i b, ett lokalt maximum i @, men  virden.
minimum saknas.

Ett funktionsvirde kan forstds vara ett lokalt maximum, utan att vara ett max-
imum. Men det #r klart att om ett maximum finns sd dr det ocksa ett lokalt
maximum, och motsvarande for minimum.

AN

Fi gur 13: Exempel pé olika situationer att ta hénsyn till di man soker storsta/minsta virde till en funktion.

Vill man hitta lokala maximi- och minimipunkter till en funktion f ska man leta bland foljande tre typer av punkter:

1) Punkter a,, dér f'(a) =0, d vs dir tangenten &r parallell med x-axeln. En sddan punkt
kallas en stationdr punkt till f.

2) Punkter a, ddr f'(a) inte finns, tex spetsar pa grafen.

3) Randpunkter, d v s dndpunkterna till definitionsintervallet.

Punkter som faller under 1) eller 2) kallas kritiska punkter till f. Det dr viktigt att observera att en kritisk punkt
till en funktion inte behover vara ett lokalt maximum. Ett exempel pa detta &r funktionen f(x) = x>, som dr stringt
viixande men har derivatan 0ix = 0: f'(x) = 3x%, sa f'(0) = 0.

Stationdra punkter som varken dr lokala maximi- eller minimipunkter till funktionen kallas terrasspunkter.

For att avgdra om en stationér punkt 4r en lokal maximi- eller minimipunkt till en funktion kan man anviénda sig
av nagon av foljande tva metoder:

Metod 1:
e punkten a ir en lokal maximipunkt om f(x) vixlar fran positiv till negativ i a.

e punkten a ir en lokal minimipunkt om f’(x) vixlar frén negativ till positiv i a.
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Metod 2:
e punkten a ir en lokal maximipunkt om f’(a) = 0 och f”(a) <0,

e punkten a ir en lokal minimipunkt om f'(a) = 0 och f”(a) > 0.

Det forsta fallet ger ju nidmligen att f’(x) avtar stréingt nira a. Eftersom f’(a) = 0 betyder det att f’ vixlar frin
positiv till negativ. Pa liknande vis forstar man att det andra fallet &r samma som det andra fallet i Metod 1.

Exempel. Sok lokala maximi- och minimipunkter till £(x) = x> + 6x2.

Losning. Bilda forst f'(x) = 3x> + 12x = 3x(x +4). Ekvationen f'(x) = 0 har rotterna x; = —4 och x, = 0.

Teckenstudium:
x<—4|x=—4] 4<x<0]| x=0| x>0
ffo | +++ 0 ——— 0 +++
f(x) /! 32 ¢ 0 /!
(viax.)  (max.) (avt.) (min.)  (vix.)

ger enligt Metod 1 lokalt maximum f(—4) = (—4)3 + 6 (—4)? = 32 och lokalt minimum f(0) = 0. Alternativt
kan man anvinda Metod 2: f”(x) = 6x+ 12 = 6(x+2) ger f’(—4) = —12 < 0, dvs maximum for x = —4,
resp. f”(0) =412 > 0, d vs minimum f6r x = 0. Punkterna 2) och 3) i vér undersdkning ger ingenting eftersom
f'(x) = 3x% + 12x existerar for alla x, och randpunkter saknas, eftersom f(x) = x> 4 6x> ir definierat for alla
X, —00 < X < oo,

Figur 14: En del av grafen till f(x) = x> +6x2.

Svar: Lokalt maximum f(—4) = 32 och lokalt minimum f(0) = 0.

Ligg mirke till att funktionen f(x) = x> + 6x? saknar sivil storsta som minsta virde eftersom f(x) — -+oo di
X — Hoo och f(x) = —oo, dd x — —co. O

Exempel. En fisk simmar med konstant hastighet motstroms i en & som rinner med konstant hastighet v; (m/s).
Studier har visat att om en fisk simmar med hastigheten v (m/s) under # sekunder, sa ges den férbrukade energin E
av E = cvkt, diir ¢ och k > 2 ir konstanter, som beror pa fisksorten. Med vilken hastighet ska fisken i 4n simma for
att minimera energiatgangen?

Losning. Lat oss sdga att fisken simmar striickan 1 (m) lings akanten. Fisken ror sig lings den med hastigheten
v—vy, si det tar den r = 1/(v — v) sekunder att simma strickan.

Energiatgéngen ir di E(v) = ¢v* /(v — v1). Vi vill hitta ett minimum till £, som r definierad i intervallet (v{,oo).
Vi deriverar E och far

kevk=1 (v —vp) — vk _ okl (k—1)v—kv;
(v—v1)? (v—v1)?

E'(v)

Vi har att E’(v) = 0, precis nidr v = kv /(k—1). Vi ser ocksa att E’ byter tecken i v = kvy /(k— 1), frén negativt till
positivt. Det betyder att E har ett minimum i v = kv; /(k— 1), s& det r den hastighet som minimerar energiatgangen.

O
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3.6.1 Ovningar

3.6.1 Sok lokala maxima och minima samt storsta och minsta vérde till f om
a) f(x)=x>+4x+5 b) f(x)=3x—x>+2

¢) f(x)=e"—2x d) f(x)=x+Inx—2In(x—1)
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4 Differentialekvationer

Gamla orgelpipor i kyrkor &r (eller var) ibland gjorda av tenn. Under kalla férhallnaden kan de angripas fennpest, sa
att tennet blir sprott och faller sonder till ett gratt pulver. Detta kan ga ganska plotsligt eftersom sjélva forekomsten
av pulvret paskyndar processen. I borjan nér det bara finns lite gratt pulver gar processen langsamt. Likasa gar den
langsamt nir det bara finns lite tenn kvar att bryta ned.

Vi dr intresserade av att veta hur den hir processen fortskrider; hur mycket tenn finns kvar efter en viss tid och nir
gér nedbrytningen fortast?

Vi infor funktionen ¢ genom att séiga att ¢(¢) dr den mingd tenn som finns kvar vid tiden ¢. Om vi kinde till en
formel for g, skulle vi kunna svara pa fragorna. Men vi har tillsynes inte mycket att ga pa.

Vi dr alltsa i ett 14ge dér vi soker en funktion ¢g. Nir vi tidigare i den hér kursen 16st ekvationer har det som varit
obekant varit ett tal, men nu r situationen annorlunda: det obekanta &r en funktion.

Vi kan forsoka gora en modell for situationen. ¢ () 4r den takt med vilken tennet forsvinner vid tiden ¢. Med tanke
pé den information vi fatt kanske det inte dr helt orimligt att anta att den &r proportionell mot méngden tenn g(¢) vid
den tidpunkten, men ocksa proportionell mot mingden tenn som blivit ett gratt pulver. Det sista bor vara M — (1),
om M ir den ursprungliga méngden tenn. Detta gor det rimligt att anta

q(t) =kq(t)(M —q(t)) eller kortare skrivet ¢’ = kq(M — q),
dér k dr nagon konstant. Ligg mérke till att hdgra ledet ir litet om det bara finns lite gratt pulver (for da &r M — ¢
litet) men ocksa om ¢ 4r litet.

Vi har gjort en rad antagande (som kan vara mer eller mindre rimliga) for att komma fram till detta. Vi har gjort
en matematisk modell. Det ér inget som séger att den maste vara korrekt; vi har inte underbyggt den med nagot
teoretiskt resonemang kring kemiska reaktioner eller med experimentella data.

Var funktion ¢ ir ju egentligen inte obekant; den dr bestimd av definitionen ovan. Vi infor dirfor beteckningen y
for en obekant funktion. Da dr y = ¢ ér da en 16sning till ekvationen

Y (t) =ky(t)(M —y(t)) eller kortare skrivet y' = ky(M —y) (eller % = ky(Mfy)>.

Ekvationen kallas en differentialekvation for den involverar en obekant funktion y och dess derivata y'. Att ldsa
differentialekvationen innebir att bestimma alla funktioner y som har just egenskapen att derivatan y’ ér precis
samma funktion som ky(M — y). Vi vet (eller tror oss veta) att g &r en sadan 16sning.

Detta kapitel handlar om hur man kan 16sa vissa typer av differentialekvationer, bland annat den for tennpest pa
orgelpipor. En stor del av matematiken i tillimpningar inom naturvetenskap handlar om att sitta upp korrekta
modeller i form av differentialekvationer och att férsoka 16sa dem (exakt, eller om det inte gar numeriskt).

Exempel. Visa att y =A 4 Cel| dir A, C och k ir konstanter ir en 16sning till differentialekvationen

dy
g —A
” k(y—A)

Losning. Med y = A + CeX blir vinstra ledet y = kCeX’, medan hogra ledet blir k(A + Cek — A) = kCel'. Alltsi
16ser y = A + Cée* differentialekvationen. O

Exempel. For vilket virde pa k ir y(x) = 5 + 3¢ en 16sning till differentialekvationen

y =10—2y?
Lisning. Med y(x) = 5+ 3¢ far vi
y = 3ke
10-2y = —6e*
Raderna ska ha samma hogerled, sa vi maste ha k = —2. O

Exempel. Ary = 1> en I6sning till differentialekvationen

ty —3y=0?
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Losning. Med y = 13 far vi
ry =3y = 1(3t%) -3 =0,

sa svaret 4r: ja. O

4.0.2 Ovningar

4.0.1 De tre funktionerna f(x) = x> —2x+2, g(x) = 1 — e/ och h(x) = x* loser vars en av differentialekvatio-
nerna nedan. Vilken?

a) Yy =x(1—y) b) Y +y=x? o) xy =2y

4.0.2 Bestim konstanterna a och b s att f(x) = a + e 16ser differentialekvationen y’ = 1 —y.
4.0.3 Vad ska C och n vara for att f(x) = Cx" ska losa differentialekvationen xy’ — 3y = 0?

4.0.4 Kvantiteten av ett likemedel som finns i kroppen hos en patient avtar i en takt som 4r proportionell mot
den mingd som finns kvar i kroppen. Lat f(¢) vara kvantiteten som finns i kroppen vid tiden 7. Ange en
differentialekvation som f loser.

4.0.5 Om information sprid fran mun till mun i en population kan man forvinta sig att den takt de som har
kdnnedom om informationen okar dr proportionell mot produkten av antalet som kénner till informationen
och antalet som inte gor det. Lat f(¢) vara antalet som kénner till informationen vid tiden # och M vara antalet
individer i populationen. Skriv upp en differentialekvation som f loser.

4.0.6 Den takt med vilken ett istdcke vixer till vid konstant temperatur antas vara omvéint proportionell mot isens
tjocklek. Det betyder att en tjockare is vixer lingsammare in en tunn. Lat f(¢) vara isens tjocklek vid tiden
t. Skriv upp en differentialekvation som f 18ser.

4.1 Primitiva funktioner

Den enklaste typen av differentialekvationer dr den dér vi kénner till derivatan av den obekanta funktionen:

ddr f(¢) dr en kiind funktion.
Exempel. Bestim en l6sning till ekvationen y' () = > — 1/¢2.

Lisning. Vi borjar med att hitta en funktion med #> som derivata. En sidan ir r3 /3, eftersom D(£3 /3) = 3¢ /3 = 12.
En funktion med —~2 som derivata ir tex ¢!, eftersom D(t ') = —¢=2. Om vi sitter y(¢) = 3 /3 ++~'. S har vi
alltsa y' (1) = 1> — 1/¢%.

Ligg mirke till att ocksd y(t) =3 /3+1~! +C, dir C dr en godtycklig konstant har derivata y/' (1) =¢> —1/t>. O

Lat f vara en funktion definierad pa ett intervall. En funktion F' dr en primitiv funktion till
f paettintervall om F’(x) = f(x) dér.
Att16sa y' = f #r det samma som att bestimma alla primitiva funktioner till f.

Att bestimma en primitiv funktion dr alltsa det omvinda till att derivera.

Exempelvis ir alltsi F(x) = x> en primitiv funktion till f(x) = 2x, eftersom D(x?) = 2x. Ocksa F (x) = x> + 1 &r
en primitiv funktion till 2x. I sjdlva verket &r ju F(x) = x> + C primitiv funktion till 2x fér varje val av konstant C.
Foljande sats innebir att f(x) = 2x inte har nigra andra primitiva funktioner.

Om Fj dr en primitiv funktion till f pa ett intervall, sa ges alla primitiva funktioner till f dédr
av
F(x)=F(x)+C diar C iren godtycklig konstant.
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Att bestimma primitiva funktioner dr en friga om att anvinda sina deriveringskunskaper baklinges. Foljande
beteckning dr vanlig i samband med primitiva funktioner.

Med den obestdmda integralen av f, / f(x)dx, menas alla primitiva funktioner till f.

—

b xb—H
dx = Comb# —1
/x X b+1+ om b #

[\

. /xildx=1n|x|+C

et

/exdx:ex—i—C

' a
4. /axdx:f—&—C, (0<a#1)
: Ina

'(x)
S

9

dx=In|f(x)|+C

Tabell 2: Nagra standardintegraler

Att formlerna stimmer kontrolleras genom att hogerledens derivator jamfors med funktionerna efter integraltecknet
i motsvarande vénsterled. Att till exempel att In |x| har derivatan 1/x vet vi sedan tidigare, vilket ger nummer 2 i
tabell 2. I just detta exempel finns en liten komplikation eftersom defintionsméngden till In|x| inte &r ett intervall
utan foreningen av tvé sddana: (—eo,0) och (0,0). Det betyder att talet C i formeln kan vara olika pa de tva delarna.

P4 samma siitt har vi, eftersom a* = ¢*"?, genom att anvinda kedjeregeln att

D(Z

Ina

X 1 1 1
) _ 17D(exlna) _ 17 .exlna ~D(x1na) _ ]7 .exlna nag = exlna -4
na na na

vilket ger nummer 4 i tabell 2. De andra formlerna visas pa liknande sitt.

De kénda deriveringsreglerna ger ocksa upphov till motsvarigheter for integration. For att bevisa foljande formler
sa jamfor man de bada sidornas derivator.

JUw+g@dr= [ re)dx+ [gx)as

/ kf(x)dx=k / f(x)dx, k en konstant

Vi tillimpar nu dessa regler pa ett par exempel.
Exempel. Berikna alla primitiva funktioner till ¥ 4 4x.

Losning. Genom att anvinda reglerna ovan och tva av standardintegralerna i tabell 2 har vi att
/(e"+4x)dx: /exdx+4/xdx = 4?24+ C=e"+24° +C. O

Lt k vara en konstant och antag att f = F’, dvs att F 4r en primitiv funktion till f. Kedjeregeln och produktregeln
for derivering ger

e (llcF(kx)> = 04 1 (kF' (k) = F (k) = f (k).
Det betyder att
_ F(kx)
/ flkx)dx = P

vilket dr en mycket anvindbar formel. En annan formel far vi om vi istéllet for att multiplicera med en konstant k

adderar k: 4
a(F(k+x)) =F'(k+x) = f(k+x).
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Det betyder att
/f(k+x) dx = F(k+x),

1
V1=2x

Lésning. Vi har att f(x) = (1 —2x)~"/2. Enligt den forsta standardintegralen i tabell 2 ir

Exempel. Berikna alla primitiva funktioner till f(x) =

14(=1/2) 12
71/2 :7x :L =
/x v =i % 4+ C=2F+C.

Den forsta regeln ovan ger
' 1
/(—zx)fl/zdx = 2@(—2)6)1/2 +C=—(-2)'2+C.

Da ger den andra regeln att

/(1 —2x)"2dx = 2%)(1 —2) 24 Cc=—(1-20)"2+C=—V1T—2x+C.

4.1.1 Ovningar

4.1.1 Bestdm alla primitiva funktioner till f om

a) f(x)=x>+4x b) f(x)=x"1/? o) f(x):é—kex d) f(x)=10"

4.1.2 Bestidm alla primitiva funktioner till f om

2 f(x)= 711“ b) flx)=e> O flx) = xis d) flx)=vI—x
4.1.3 Visa att man kan integrera
1

dér a # b ér konstanter, genom att géra omskrivningen

(x—a)l(x—b) - aib(xia 7xib)'

Vilka dr de primitiva funktionerna till f?

4.2 Separabla differentialekvationer

Antag att den differentialekvation kan skrivas som

h(y(x))y'(x) = f(x),

dir & och f dr kénda funktioner och y en obekant funktion med variabeln x. Om vi lyckas hitta en primitiv funktion
H till h kommer vi, enligt kedjeregeln att ha att

Om nu F(x) &ren far vi H(y(x)) = F(x) 4+ C, dir C ir en godtycklig konstant. Férhoppningsvis kan vi losa ut y(x)
ur detta samband.

Det intressanta ir att vi fir samma resultat om vi riknar sd hir:
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h(y) % = f(x)  Egentligen otilliten uppdelning av % .
h(y)dy = f(x)dx Vi integrerar :
/ h(y)dy = / f(x)dx
H(y) = Fx)+C

Det som inte #r tillatet dr uppdelningen av dy/dx som &r en sammanhéllen beteckning for derivatatan till y; dy och
dx har egentligen ingen mening var for sig. Men det visar sig alltsa att det inte spelar nan roll att man tillater sig
det i det hir sammanhanget, vilket forenklar riknandet.

En differentialekvation som, efter omskrivning, kan skrivas A(y(x))y'(x) = f(x) kallas separabel, for informellt
kan man skriva h(y)dy = f(x)dx, sa att y forefaller vara en variabel i vinsterledet, medan x dr variabeln i hoger-
ledet; variablerna dr separerade. Separabla differentialekvationer dr vanligt forekommande inom tillimpningar i
naturvetenskap.

Exempel. Man vet att f(x) 16ser differential ekvationen dy/dx = ky och att f(0) = 2. Vad &r da f(4)?

Losning. Vi separerar variablerna och far dy/y = kdx. Divisionen ér tillaten om y # 0. Vi ser att y = 0 faktiskt
l16ser differentialekvationen, men vi bortser fran det nu.

Integration av bada sidor ger In|y| = kx + Cy, dir C; ir en godtycklig konstant. Exponentiering get y = #¢¢1¢®*,
eller y = Ce® diir C = £¢€ — 1 ir en godtycklig konstant som inte ir 0. Med tanke pa att ven y = 0 1ser ekvationen
har vi att alla 16sningar ges av

y=Cé*  dir Ciren godtycklig konstant.

Vi vetnu att f(x) = Ce*, for nagot val av C. Eftersom 2 = £(0) = Ce® = C, ir f(x) = 2¢**. Detta ger att f(4) = 2¢*.
O

Av exemplet ser vi

Losningarna till

dy

a - ky7
dir k dr en konstant, ges av

y= Cce,

dér C dr en godtycklig konstant.

Exempel. Vi studerar befolkningsutvecklingen i ett land med obegrinsade resurser (ingen kamp for att dverleva
mellan individer) och en konstant immigration av b individer per ar. Lat n(¢) vara befolkningen vid tiden ¢ miitt i
ar. Det finns anledning att tro, om vi bortser fran immigrationen, att den takt med vilken befolkningen 6kar vid en
tidpunkt 7, ér proportionell mot antalet individer i befolkningen vid den tiden, d v s att dn/df — b = an, for nigon
(positiv) konstant a, som 4r den takt med vilken den inhemska befolkningen vixer per kapita. Det betyder att n &dr
en 16sning till differentialekvationen

Y =ay+b
Om vi siitter ¢ = b/a far vi y' = a(y + ¢) och kan litt separera variablerna

dy
y+c

=adt,

underforutsittning att y+c # 0, d v s att y % —c. Vi ser att y = ¢ faktiskt 16ser differentialekvationen, men vi bortser
fran det for tillfillet.

Integration ger nu In|y + c| = at +d;, dir d ir en godtycklig konstant. Exponentiering leder till y + ¢ = d-e?1e® =
dre™, diir d; #r en godtycklig konstant som inte ér 0. Eftersom y = —c ocksd 16ser ekvationen kan vi siiga att d
dven kan vara 0. Detta ger

y=de" —b/a.
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Det betyder att n(t) = de™ — b/a, foér nat val av d.

Om vi later ng = n(0) =d —b/a, dvs ng ir befolkningens storlek vid tiden # = 0, har vi att d = np + b/a. Vi kan
skriv var funktion som en summa av tva exponentialfunktioner

b
n(t) = npe” + E(e“’ -1,

dér den forsta exponentialfunktionen bara beror pa befolkningens nativitet medan den andra beror pa invandringens
takt i forhallande till nativiteten.

O

Exempel. Vi lgser som avslutning problemet med tennpest pa orgelpipor.
Det ledde till differentialekvationen y’ = ky(M —y), dir y 4r en funktion av tiden #, sd att y/ = dy/d.

Variablerna ir inte separerade, men vi gor en omskrivning:

1 dy
— = =k,
y(M —y) dt

Det &r inte tillatet om y = 0 eller om y = M. De bada funktionerna som &r konstant lika med 0 och M 16ser faktiskt
differentialekvationen. De motsvarar att inget tenn finns att angripa respektive att inget tenn &r angripet.

Vi separerar:

Integration ger nu

dy
—  _ —kt+C,
/WM—w

dér Cy dr en godtycklig konstant.
Det aterstar att hitta en primitiv funktion till 1/(y(M —y)). For att gora det skriver vi om

1 1 (1 n 1 )
yM—y) M\y M-y/
Integration av ger nu

y
M-y

1
<ln |y —In|M —y|) =kt +C eller ln‘

_ = Mkt +C
" ’ + (3,

dér vi skrivit C, for konstanten MC. Exponentiering ger till sist

Y e Mk _ CceMkt
M-y
dir C3 = £ ir en konstant (som inte kan vara 0).

Det aterstar nu att 16sa ut y ur detta. For att forenkla for oss kan vi skriva f = C3e*. Vi far da

R f  Multipliceramed M —y:
M—y
y = f(M—y) Samlayi vinsterledet:
y(1+f) = fM Delamed (1+f):
MCzeMk M
YT 15 GeM T Ce i 41
dir vi i sista steget delat téljare och néimnare med f och skrivit C for 1/C;3. O

51



4.2.1

4.2.1

4.2.2

4.2.3

4.2.4

Ovningar

Los foljande differentialekvationer
a) y =x(1-y) b) xy' =2y © YV=1-y

Kvantiteten av ett lidkemedel som finns i kroppen hos en patient avtar i en takt som dr proportionell mot
den mingd som finns kvar i kroppen. Lét f(z) vara kvantiteten som finns i kroppen vid tiden ¢. Ange en
differentialekvation som f l6ser och bestim f. Efter 2 timmar var hélften av kvantiteten kvar. Hur ldnge
efter intag av medicinen dr 10% kvar i kroppen?

Den takt med vilken ett istdcke vixer till vid konstant temperatur antas vara omvént proportionell mot isens
tjocklek. Det betyder att en tjockare is vixer langsammare &n en tunn. Lat f(¢) vara isens tjocklek (cm) vid
tiden ¢ (i timmar). Skriv upp en differentialekvation som f 16ser och bestdim f om isens tjocklek &r 1 cm vid
tiden t = 0 och 2 cm efter 1 timme. Nar 4r isens tjocklek 3 cm?

Om information sprid fran mun till mun i en population kan man forvinta sig att den takt de som har
kdnnedom om informationen okar dr proportionell mot produkten av antalet som kénner till informationen
och antalet som inte gor det. Lat f(¢) vara antalet som kénner till informationen vid tiden ¢ och M vara
antalet individer i populationen. Skriv upp en differentialekvation som f loser och bestim f om bara en
person kénde till informationen vid tiden r = 0.

S Forslag till svar

1.1.1

1.1.2

1.1.3

1.1.4

1.3.1

1.3.2

1.3.3

1.4.1

1.4.2

143

1.4.4

1.4.5

1.4.6

1.4.7

(a) 319 (b) —564
(a) a—2ab (b) 2a*b+2ab* —2a*> —2ab

1 17 1 10

z d z i (e) —2
@ ¢ (b) 0 © (d) 5

3x—3 2 2x 24+17x

@ x(x—3) ®) x(2—x) © 4 —x2 @ (I4+x)(4x—1)
(a) 25 (b) 32 (c) 91 1

1 1 4
(a) 1 (b) _ﬁ (©) ﬁ
@ 3 ) % (© 2 (d) 9 © 5 () 8 (g) |
(a) 3b+2c (b) 4a—2c (c) —27a*P’c* (d) 27x%3 (e) 36 —x2 ) a*—y?
(a) 2x% 4 3xy —2y? (b) 2x3 +x%y —5xy2 +2y°

2 1 3 2 2 3
- (¢c) a®+a*b+ab +b

@ — (b) GoR
(a) x=17/2 (b) x=4ochx=1 (c) x=1lochx=7
(d) x=0o0chx=3 (e) x=(14++97)/6 (f) x=1/Tochx=3/2
(@) (x+2)2-7 (b) (x—3/2)>—1/4 (©) (x—1/6)2+179/36
(a) 7/4 (b) —2.
(a) x=1, om ¢ # 0 och a # 0. Annars kan x vara vad som helst.

(b) x=(a+c)/b,omb#0.0mb =0, sa dr c = —a och x kan vara vad som helst.

(c) x=0ellerx=a(l—c)

(d x=141/d,omd #0ochc#0.0md =0 eller c =0 kan x vara vad som helst.

a—8c
16a

(e) x=1/4+ ,oma # 0. Om a = 0 kan x vara vad som heltst.
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2.1 (a) matchar andra grafen (b) matchar forsta grafen (c) matchar fjirde grafen

2.2 Att antalet invanare 1996 var 53 tusen.

2.3 (a) Attbilen dr vird 63 tusen kronor efter 5 ar.
(b) Avtagande.

(c) Formodligen konkav i under de forsta aren och sedan konvex.
2.1.1 (a) f(2)=0, f(¢r) = —t +2, avtagande. (b) f(2)=21/5, f(¢t) =4t/5+13/5, vixande.
(© f(2)=5/1, f(r) =—6r/7+17/7, avtagande.
2.1.2 (i) dr linjen i d), (ii) &r linjen i f), (iii) ar linjen i e), (iv) &r linjen i d), (v) &r linjen i a) och (vi) &r linjen i b).
2.1.3  (a) (ii) (b) (i) (c) (ii)
2.1.4 (i) dr grafen till polynomet i b), (ii) dr grafen till polynomet i c) och (iii) dr grafen till polynomet i a)
22.1 (a) f(2)=2v/2, avtagande och konvex. (b) f(2) = 3, vixande och konvex.

(¢) f(2) =2*73, vaiixande och konkav.

222 (a) 0,007-65'7/40.160'7/40 ~ 1.6 kvadratmeter
(1500)40/17

740/1718029/17

10()0a)40/297 017/

(b)

© h:(

223 (i) f(x) = 3-2%, (ii): £(x) =227, (iii): £(x) =237, (iv): f(x) =4(1 —27%)

2.2.4 (a) exponentiellt viixande (b) exponentiellt avtagande

(c) exponentiellt vixande (d) exponentiellt avtagande
241 (a) 2 (b) 1/2 ) —1 (d -2 (e) 7 (f) 1/3
242 (a) 3 (b) -2 (c) 4 (d) 0,7 (e) 1/4 () 2
243 (a) In(a®) (b) In(ab?) (c) In(a®/b) (d) In(e€/b)

244 f(x)=100"1/2 g(x) = 103/2 och h(x) = 10*+1,
245 f(x)=e 12x12 g(x) = &x /2 och h(x) = ex

25.1 (a) In3/In2 (b) x = —1/(2In3) = 1/In9% () Ve2+1
(e) Saknar 16sning ® 1

252 2740/%

253 In3

2.5.4 Eftet 20(In(155) —1n(105))/(In(155) —In(145)) ~ 118 minuter.
2.5.5 5In(3)/In(2) timmar.

2.5.6 (a) 10mg
(b) 8,2 mg
(c) 10-8,26~ 3,0 mg
(d) —In10/In(0,82) ~ 11,6 timmar.
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2.6.1 (a) 24242 (b) t*+6:2+10 (c) t*+21> +4
262 (a) 3x*+1 (b) 9x*+6x7+ 1
A G A i
i =
2.6.3
(x—1)?

2.64 In( i )
265 (a) 0,3 b)) -1 (c) —0,4 @1
33.1 (a) f'(x) =5x*+1,0ch f'(2) =81

(b) f'(x) =3x>—3x/2/2 0ch f'(2) = 12—3v/2/16

(©) f'(x) =4x —12xoch f'(2) =8

d) f'(x) =3e**! och f/(2) = 3¢

(e fl(x)=1/xoch f'(2)=1/2
332 (@) y=x (b) y=(—-3x+16)/25 (c) y=x/3+1n(3/e)
333 (a) f(x) =3/(x+2)? (b) " (1—1/x) © f'(x)=e 1 (1+2x2)

© f'(x)=2""(2x—In2-x?) @) f'(x)=6x3/V3xF+7

7 1 / 12
00y _ (e f =2 - (xIn2x +7) + 1/(2x+7)

® f0)=7s-7 9 f(x) = 2" - (xIn(2x +7) + 1/(2x+7))

(h) eZ(2(x* + 1) — 3x2)/(x* + 1)3/2 Q) f(x) = (2\/)?([\/;4—1))_1
3.4.1 (a) Vixande pa [0,c0) och avtagande pa (—eo,0)

(b) Vixande pa [—1,0] och [1,e0) och avtagande pa (—eo, —1] och [0, 1]

(c) Vixande pa [1/2,00) och avtagande pé (—oo,1/2]
342 f'=b
343 (@ f(-2,5)~—4 (b) £(0,5)~ 1 (©) H(1)~0 (d) K(-1)~0,25
3.6.1 (a) Minsta virde: f(—2) = 1 (dven lokalt minimum); inget lokalt maximum

(b) Lokalt minimum: f — 1) =0, lokalt maximum: f(1) = 4, inget minst eller storst virde
(c) Minsta virde: f(In2) =2—2In2
(d) Minsta virde: f(14+/2) = 1 ++v2+1In(1++v2) —1n2

4.1 y' = ky, for ndgon konstant k

4.2 y' =ky(M —Yy), fér ndgon konstant k

4.3 y' =k/y, for ndgon konstant k
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411 (a) F(x)=x*/4+22+C (b) F(x)=2\x+C

() F(x)=Inx+e&*+C (d) F(x)=10"/Inx+C
412 (a) F(x) =2V1+x+C (b) F(x)=e¥*/3+C
(©) F(x)=In(x+5)+C ) F(x)=-2(1-x32+C
1 xX—a
413 F(x) = a_bln‘x_b’—&-c

4.1.1 Los foljande differentialekvationer

2
(a) y=1+Ce" , dir C dr en godtycklig konstant.
(b) y = Cx?, dir C #r en godtycklig konstant.
(c) 14+Ce™, dér C ar en godtycklig konstant.
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