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1 En C+H+4-lab: quaternioner

Quaternioner introduceras, 1843, av den irléindske matematikern Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), och
de dr en slags generalisering av komplexa tal. Fér mer detaljer, se:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/“history/Mathematicians/Hamilton.html och

http://turnbull .mcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Hamilton.html

Istillet for att ha en imaginir enhet har vi tre, i, j, k. Dessa uppfyller sambanden:
==k =ijk=-1

En quaternion kan skrivas: a = ay + a21 + azj + a4k diir ay,as,as3, a4 dr reella tal (jamfor komplexa tal som kan
skrivas a; + agi). Vi skriver dven a = (a1, a2, as,a4) (dvs som en vektor). Nir Hamilton kom pa sambanden sa:

And here there dawned on me the notion that we must admit, in some sense, a fourth dimension of
space for the purpose of calculating with triples ... An electric circuit seemed to close, and a spark
flashed forth.

Han ristande in de grundliggande likheterna i en stenbro, Broome Bridge nér han och hans fru passerade. Inga
lamningar av ristandet finns kvar, men “Royal Irish Academy” har satt upp en minnestavla.

Here as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash of genius
discovered the fundamental formula for quaternion multiplication

i’ =5 =K =ijk=-1
& cut it on a stone of this bridge.

Den som gar pa matematikprogrammet kommer nog att stéta pa quaternioner i kursen om algebraiska strukturer.

Nu till lite matematiska detaljer.

Addition definieras som for vektorer och den dr med andra ord kommutativ. Subtraktion definieras analogt.
Multiplikation iir inte kommutativ, det giller t.ex. att ij = k men ji = —k. Ovning: visa detta. Det giller fven
att jk =1i,kj = —i och ki = j,ik = —j.

Multiplikation av quaternioner, vilken &r distributiv, kan nu skrivas, med a = (a1, a2, as,a4), b = (b1, b2, b3, bs):

ab = (Ilb + (Igib + a3jb + a4kb = ((Ilbl + albzi + a1b3j + a1b4k‘)+

(agbii + agboi® + asbsij + asbaik) + (azbij + asbaji + asbsj® + azbajk)+
(agbik + asboki + agbskj + asbsk?) =
(a1b1 — azby — asbs — asby) + (ar1be + axby + asby — asbs)i+
(a1bs — azbs + asby + asbz)j + (a1bs + azbs — azbe + asby )k

Man kan ocksé definiera inversen, a~!, till en quaternion genom att kréva att a—'a = 1 och man ser (efter lite
riknande att)
_1 ai —a2i—a3j—a4k
@ =5 5 5 2
ay +a; +a3 +aj

1

Detta #ir dven hogerinversen, dvs. aa~" = 1. Om vi infor en naturlig konjugatoperation sa ser vi att

-1 a

a? + a3 + a3 + a?

och med en rimlig definition av absolutbelopp sa far vi

1 a

N
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eller |a| = v/aa dvs. analogt med komplexa tal.

Quaternioner kan anvindas i datorgrafik for att hantera rotationer (samt t.ex. i formuleringen av Einsteins
allminna relativitetsteori). Lat ¢ vara en quaternion av lingd ett (dvs. |¢g| = 1). Man kan visa att en sddan ¢
kan skrivas pa formen cos(6/2) + sin(6/2)(g2¢ + gsj + q4k) dér den vanliga reella vektorn (g2, ¢s, g4) har lingden
ett. Lat nu r = rqi + r3j + r3k, sa att r; = 0 och berikna:

s=qrq”" =qr/q

med en naturlig definition av hdger-division. (Eftersom multiplikationen inte &r kommutativ sa dr inte s = r.)
Med rétt mycket riknande kan man visa att (s2, s3, 84), tolkat som en vanlig reell vektor, svarar mot en rotation
av vektorn (ra,73,74) vinkeln 6 kring vektorn (gs,qs,q4) (niir vi vrider ser vi i ¢g-vektorns riktning och vrider
medurs).

Lat oss se pa ett enkelt exempel: tag § = /2, (¢2,43,q4) = (1,0,0) samt (r2,7r3,74) = (0,1,0). Resultatet
blir da (kontrollera!) vektorn (0,0, 1), svarande mot quaternionen (0, 0,0, 1) (eftersom det svarar mot att rotera
y-axeln 7/2 runt x-axeln, vilket ger z-axeln).

Uppgiften i laborationen ar att skriva ett C+-+-program som stédjer rédkning med quaternioner. Om man
anvander klasser och Overlagring av operatorer kan man fa 1attlist kod. Exemplet ovan kan da se ut som:

// Del av koden i C++
double theta2 = M_PI / 4.0;
Quaternion q(cos(theta2), sin(theta2), 0, 0); // definiera q

Quaternion r(0, 0, 1, 0); // definiera r
cout << "q*xr / q="<<q*r / q<<endl; // berdkna och skriv ut qr/q
% a.out

q*r/q= (0, 0, 1.77636e-15, 1)

dir 1.77636e-15 dr avrundningsfel. Observera att jag har definierat en speciell funktion som svarar mot *,
quaternionmultiplikation, analogt for évriga rikneoperationer. Dessutom dr << 6verlagrad sa att q * r / q
skrivs ut pa ett lampligt sitt. Nu skulle kursen behova vara nagra veckor lingre for att vi skulle hinna ta upp
klasser, s& du for gora en enklare 16sning. Gor f6ljande:

e Det &r lampligt att anvinda en post for att lagra en quaternion. Du far sjélv fylla i detaljerna.

e Implementera foljande berikningsrutiner i C++, (q1, g2 och q &r tre quaternionvariabler, poster):

1. q = qadd(ql, q2) som beréknar q = q1 + q2

2. q = qsub(ql, q2) som berdknar q = q1 - q2

3. q = qmul(ql, g2) som beriknar q = q1 * g2

4. q = qdiv(ql, g2) som berdiknar q = ql1 / q2 = q1 * 927! (hdgerdivision)

5. q = qinv(ql) som berdknar q = q17*

6. a = gabs(ql) som berdknar a = |qll, dir a &r en double

7. q = qconj(ql) som beriknar q = ql

8. q = qcons(a, b, c, d) som konstruerar g = a + bi + cj + dk, a, b, c och d dr av typen double.
9. q = gread() som léser in q.

[y
e

void gprint(q) som skriver ut q.
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Det saknas rutiner, t.ex. multiplikation av quaternion med ett reellt tal, men dessa rutiner behdver du inte
tillhandahalla. Det gar ocksa att definiera e? etc.

Skriv ocksa ett huvudprogram som testar dina rutiner. Hir foljer borjan pa ett skelett:

#include <cmath>
#include <iostream>
using namespace std;

// datatype for quaternion
struct quaternion {

// £ill this in!
s

// function prototypes
quaternion qadd(quaternion, quaternion);
etc.
void gprint(quaternion);

int main()
{
quaternion q, r, s;
double theta2 = M_PI / 4.0;

qcons (cos (theta2), sin(theta2), 0, 0);
qcons (0, 1, 0, 0);

gprint (qdiv(qmul(q, r), q));
// or

s = qdiv(qmul(q, 1), q);

gprint(s);

q
r

// check if dqiv(q, q) is equal to one
gprint (qdiv(q, q));

// more tests ...

return O;

}

// computational functions
quaternion qadd(quaternion ql, quaternion gq2)

{

return ...

}

etc.
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