CTH/GU 2023/2024
Matematiska vetenskaper

Ordinara differentialekvationer

1 Inledning

Vi skall se pa begynnelsevirdesproblem for forsta ordningens differentialekvation
w = f(t,u), a<t<b
u(a) = uq
dér f en given funktion och u, en given konstant.
Som exempel tar vi problemet
u' = —u(t) +sin(t) + cos(t), 0 <t <4
u(0) = ug
med analytisk (exakt) 16sning u(t) = sin(¢t) 4+ uge ™.

I den vénstra figuren nedan har vi ritat riktningsfiltet och i den hogra losningskurvorna for nagra
olika viarden pa wug. Vi ser hur l6sningskurvorna foljer riktningsfiltet.
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Metoder for att berdkna numeriska (approximativa) losningar till differentialekvationer bygger pa
idén att forsoka folja riktningsfiltet sa noggrant och effektivt som mojligt.

2 Differensmetoder

Vi skall approximera losningen u(t) till differentialekvationen pa ett nét t, = a + nh for n =

0,1,---, N, med steglingden h = 222

-
Later vi u,, beteckna approximationen av u(t,) och ersitter u'(¢,) med en differenskvot far vi

u(tn—f—l) - u(tn)
h

U(tni1) = ulty) + hf(ty, u(ty))

~u'(ty) = ftn, ulty)) =



Detta ger Eulers metod
Up+1 = Up + h'f<tn7 un)

Utgaende fran begynnelsevirdet forsoker metoden folja riktningsfialtet med korta steg.

Det finns manga olika sitt att approximera derivator och de ger alla upphov till metoder for att
16sa differentialekvationer. Mer komplicerade metoder ger stérre noggrannhet och effektivitet. Vi
nojer oss dock med den enkla Eulers metod.

3 Eget program i MATLAB

Vi skall nu beskriva hur man med Eulers metod kan berékna en numerisk 16sning till begynnel-
sevirdesproblemet
w = f(t,u), a<t<b
{ u(a) = u,

Vi bildar forst ett ndt med nodpunkterna t, = a+nh, n =0,1,--- N, och steglingden h = b_T“
Detta ger en uppdelning av intervallet « <t < bi N stycken lika langa delintervall

a:t0<t1<t2<---<tn<tn+1<---<tN_1<tN:b
Vi berédknar sedan en approximativ losning enligt

U(to) = Ugq
Ultnr) = U(tn) + hf(tn, Ultn))-

Genom att forbinda punkterna (t,,U(t,)) med rita linjer far vi en graf och funktionen U(t) blir
definierad ocksa mellan berdkningsnoderna t,,.

I MATLAB maste U(t,) representeras av en vektor U med N komponenter. Med andra ord, U(n)
skall innehalla approximationen av u(t,) for berdkningsnoden (tidpunkten) ¢,,.

Vi ser pa vart inledande exempel och tar u(0) = 1. Sa hér enkel blir MATLAB-koden

>> f=Q(t,u)-u+sin(t)+cos(t);

>> a=0; b=4; ua=1;

>> N=10; h=(b-a)/N;

>> t=a+(0:N)*h; U=zeros(size(t));

>> U(1)=ua;

>> for n=1:N
U(n+1)=U(n)+h*xf(t(n),U(n));

end
>> plot(t,U)

Uppgift 1. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

uw = cos(3t) — sin(bt)u, 0 <t <15
u(0) =2

med Eulers metod. Tag h = 0.1, h = 0.01 och A = 0.001 som stegldngder. Rita grafer av de olika
lsningarna (med olika farger).



Uppgift 2. Skriv en funktion med namnet min_ode och anropet [t,U]l=min_ode(f,I,ua,h)
som loser begynnelsevirdesproblem. Du skall anvinda programskalet min_ode.m pa MATLAB-
hemsidan.

Uppgift 3. Testa programmet pa foljande begynnelsevirdesproblem. For varje exempel maste
du skriva en funktionsfil av typen function y=funk(t,u). Los forst begynnelsevirdesproblemet
analytiskt (dvs. som en formel med penna och papper). Rita upp bade den analytiska 16sningen
u och den approximativa losningen U i samma figur. Tag h = 0.1 och h = 0.001 som stegldngder.

u'(t) =1, t € [1,3], u'(t) = u(t), t €0,2],
(a). {u(l) =1. (b). { '

W) = —tu(t), te[0,3], A (1) = —bu(t), t € [0,1],
(c). {u(O) —1. (d). { .

4 Fardiga program i MATLAB

Det finns fardiga funktioner i MATLAB for att 1osa differentialekvationer. En sadan funktion ar
ode45 och vi anvinder den for att beridkna en 16sning till vart inledande exempel for t.ex. u(0) = 1
enligt

>> f=0(t,u) (-u+sin(t)+cos(t));
>> a=0; b=4; ua=1;

>> [t,U]=oded5(f,[a b]l,ua);

>> plot(t,U)

Uppgift 4. Los begynnelsevirdesproblemet i uppgift 1 med ode45. Rita upp losningskurvan och
rita &ven upp, i samma bild, l6sningskurvorna berédknade med min_ode.



5 Malsattning

Avsikten med laborationen ar att fa en forsta inblick i hur man l6ser begynnelsevirdesproblem for
differentialekvationer. Manga differentialekvationer, speciellt i samband med tekniska berdkningar,
saknar anvéndbara formler for 16sningen. Da aterstar endast att approximera dessa losningar. Vi
skriver ett litet eget program min_ode, déir vi provar Eulers metod. Avslutningsvis bekantar vi
oss med ode45, ett fardigt program for 16sning av begynnelsevéirdesproblem i MATLAB.

6 Kommentarer och forklaringar

Vi skall se hur man kan rita riktningsfalt till differentialekvationen

{u’:f(t,u),agtgb

u(a) = uq

Ett riktningsfilt bestar i en samling punkter (¢;,u;) i tu-planet (ett gitter) dar vi i varje punkt
ritar en liten pil i den riktning som en lésningskurva (¢, u(t)) genom punkten, har precis i punkten,
dvs. en pil i riktningen (1,4'(¢;)) = (1, f(#;, u;)). Vi skalar pilarna sa att vi far en tydlig bild. (For
korta pilar och inget syns, for langa pilar och bilden blir grotig.)

Som exempel ritar vi riktningsféltet till det inledande begynnelsevirdesproblemet

{ u' = —u(t) +sin(t) + cos(t), 0 <t < 4
u(0) = g

Forst bildar vi ett gitter (grid) med meshgrid. I matriserna T och U kommer vi ha gittrets
koordinater. Sedan bildar vi en matris DT med ettor, som &r forsta koordinaterna i pilarna, och
en matris DU, som &r andra koordinaterna i pilarna. Slutligen ritar vi ut pilarna med quiver, déar
talet 0.9 dr en skalfaktor (lagom langa pilar).

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);

>> a=0; b=4;

>> t=linspace(a,b,20); u=linspace(-2,2,20);
>> [T,U]=meshgrid(t,u);

>> DT=ones(size(T)); DU=f(T,U);

>> quiver(T,U,DT,DU,0.9)

Som resultat far vi vinstra figuren pa forsta sidan.

7 Larandemal
Efter denna laboration skall du kunna
e redogora for idén bakom Eulers metod

e l6sa begynnelsevérdesproblem for differentialekvationer med min_ode och ode45



